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Vorwort

Diese Notizen sind aus der Vorlesung ”Physik I fiir Physiker, Mechanik
und Wirmelehre” im WS 2006/07, 2009/10, 2014/15, 2015/16 entstanden.
Als Grundlage wurden die Biicher Halliday, Resnick, Walker Physik, Tipler,
Mosca Physik fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure, Demtroder Experi-
mentalphysik I, Dransfeld, Kienle, Vonach Physik I, Magnus, Miiller Grund-
lagen der Technischen Mechanik, Reit Statistische Physik und Theorie der
Wirme verwendet. Diese Notizen sollen und koénnen natiirlich diese Biicher
nicht ersetzen und verstehen sich als Ergénzung.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Was ist Physik?

Physik ist die Wissenschaft, die sich mit der Erkldrung der Natur beschéftigt.
Durch ein Versténdnis der physikalischen Zusammenhénge und Hintergriinde
sollen Ereignisse vorhersagbar gemacht werden, wie z.B. der Lauf der Gestir-
ne. Auf der Basis dieser Erkenntnisse werden neue Anwendungen erschlossen,
die Bestandteil moderner Technologien werden. Die Physik ist damit ein Mo-
tor des technischen Fortschritts.

Die Physik geht dabei oft von der Naturbeobachtung aus. Zunéchst wird
ein Vorgang durch Messen von Groéflen wie Lange, Zeit, Gewicht, Geschwin-
digkeit quantitativ erfasst. Danach versucht man diese Groflen zueinander
in Beziehung zu setzen um universelle Gesetzméfigkeiten herauszufinden.
Diese Naturgesetze sind allerdings nur eine formale Beschreibung der Natur-
beobachtung, die fortlaufend durch weitere Experimente und Beobachtungen
iiberpriift wird. Hierbei gilt das Falsifizierungs-Prinzip. Gelingt es einem
Experiment ein Naturgesetz zweifelsfrei zu widerlegen, so ist dieses Naturge-
setz ab diesem Zeitpunkt obsolet. So erhebt die Physik nicht den Anspruch
Wahrheiten iiber die Natur zu produzieren, sondern bietet immer nur Theo-
rien an, die im Rahmen ihrer Giiltigkeitsgrenzen eine gute Beschreibung der
Naturvorgénge darstellen.

Diese Aufklarung der Naturphénomene ist allerdings ein schwieriger Pro-
ze3, da die Beobachtung oftmals von mehreren Naturgesetzen gleichzeitig be-
stimmt wird, so dafl man eine einzelne Gesetzméfigkeit nicht isoliert von an-
deren beobachten kann. Weiterhin erlaubt es die Entwicklung immer feinerer
und genauerer Messaufbauten und Messinstrumente die Theorien der Physik
immer besser iiberpriifen zu kénnen. Dabei werden irgendwann Abweichun-
gen zwischen Theorie und Experiment sichtbar, die neue Gedankengebaude
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erforderlich machen. Ein beriihmtes Beispiel dafiir ist die Entwicklung der
Quantenmechanik zu Beginn des 20. Jahrhunderts.

Dieser Erkenntnisprozef3 in der Physik soll an zwei Beispielen illustriert
werden.

Die Betrachtung der Sterne war schon seit Anbeginn Ansporn fiir die
Wissenschaftler Vorgénge in der Natur genauer zu verstehen und zu erfassen.
Der Fixsternhimmel zieht dabei gleichméflig iiber das Firmament, wobei vor
diesem Hintergrund Sonne, Mond und Planeten ihre Bahnen ziehen. Bei der
direkten Beobachtung dieser Planetenbewegungen fielen den Menschen schon
frith zwei Besonderheiten auf:

e die Planeten Venus und Merkur sind nur am Abend und am Morgen
sichtbar, bzw. sie befinden sich immer in der N&dhe der Sonne. Die
anderen Planeten, Mars, Jupiter und Saturn kénnen je nach Stand der
Planeten wéihrend der ganzen Nacht beobachtet werden.

e Verfolgt man die Planeten, so gibt es Phasen in denen die Planeten
zeitweise vor dem Hintergrund des Fixsternhimmels ihre Richtung um-
kehren und zuriicklaufen.

Beide Beobachtungen verlangen natiirlich eine moglichst einfache natur-
wissenschaftliche Erklarung.

Die erste und zugleich auch in erster Naherung richtige Erklarung die-
ser Beobachtungen wurde von Aristarch im vierten Jahrhundert v. Chr.
aufgestellt. Er postulierte, dafl die Sonne im Mittelpunkt steht und die Pla-
neten um diese Sonne kreisen (sieche Abb. 1.1.1). Die Planeten Venus und
Merkur befinden sich innerhalb der Erdbahn und die Planeten Mars, Sa-
turn und Jupiter auBlerhalb. Demnach ist es auch nicht verwunderlich, dafl
Venus und Merkur smmer in der Nahe der Sonne sichtbar sind. Das schein-
bare Zuriicklaufen der Planeten vor dem Fixsternhimmel wird damit auch
zwanglos erklart, wie man sich an Abb. 1.1.1 veranschaulichen kann.

Leider ist diese erste zutreffende Beschreibung in Vergessenheit geraten.
Ptoleméus stellte um 160 n. Chr. die Erde in den Mittelpunkt und for-
derte, daf3 alle Planeten und die Sonne um diese Erde kreisen. Damit die
zwei Beobachtungen wie oben beschrieben erklédrt werden kénnen, stellte er
zusitzlich die Theorie auf, dafl die Bewegung der Planeten nicht eine einfa-
che Kreisbahn sondern eine Uberlagerung von zwei Kreisbewegungen ist: eine
auf einem einfachen Kreis, dem eine auf einem oder mehreren Sub-Kreisen
den Epizyklen iiberlagert ist, wie in Abb. 1.1.2 dargestellt ist. Dadurch kann
man das Riicklaufen der Planeten vor dem Fixsternhimmel relativ einfach er-
klaren. Die Tatsache allerdings, dafl Venus und Merkur nur nahe der Sonne

7 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum
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Saturn

Abbildung 1.1.1: Heliozentrisches Weltbild von Aristarch. Der Winkel un-
ter dem Sonne und Venus bzw. Merkur zueinander am Fixsternhimmel ste-
hen ist immer klein.

zu sehen sind erfordert eine sehr genaue Uberlagerung der Bewegung auf dem
Kreis und seinen Epizyklen. Das Modell von Ptolemius hatte erstaunliche
Vorhersagekraft. So kann es den Verlauf der Planeten mehrere hundert Jahre
im Voraus im Rahmen der Beobachtungsgenauigkeit korrekt vorhersagen.

Nikolaus Kopernikus (1473-1543) hat wiederum die Sonne in den Mit-
telpunkt gestellt, belie aber die Beschreibung der Bewegung mittels Kreis-
bahn und Epizyklus. Durch diese Anderung des Mittelpunktes lief sich die
Tatsache, dafl Venus und Merkur nur nahe der Sonne zu finden sind wieder
einfach erkldren. Kopernikus bendtigte aber die Epizyklen um die genaue
Bahn der Planeten beschreiben zu kénnen. So ist zum Beispiel das Winter-
halbjahr etwas kiirzer als das Sommerhalbjahr auf der Erde. Damit bewegt
sich die Erde nahe der Sonne schneller auf ihrer Umlaufbahn als weiter ent-
fernt.

Johannes Kepler (1571-1630) hat auf der Basis der Beobachtungsdaten
von Tycho Brahe (1546-1601) schliefllich korrekt festgestellt, dafl die Pla-
neten nicht auf Kreisbahnen, sondern auf Ellipsen die Sonne umkreisen. Die
Sonne befindet sich hierbei in einem der Brennpunkte dieser Ellipse (siehe
Abb. 1.1.3). Damit lassen sich die Schwankungen in den Umlaufgeschwindig-
keiten genau erklaren. Dies machte die Einfithrung der Epizyklen {iberfliissig.
Durch die genaue Beobachtung der Planetenbewegung stellte Kepler mehre-

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum 8
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Mars
Epizyklus

Abbildung 1.1.2: Epizyklen im Ptolemé&ischen Weltbild

re Gesetze auf, die unter anderem die Umlaufzeiten der einzelnen Planeten
und den Durchmesser ihrer Umlaufbahn in Beziehung zueinander stellen.
Die Umlaufzeiten T von zwei Planeten 1 und 2 verhalten sich zu den Grofien
Halbachsen a der Ellipsen ihrer Umlaufbahn wie:
2 3
h_a (1.1.1)
5 a;

Dieses Gesetz besitzt universelle Giiltigkeit fiir alle Planeten.

Isaac Newton (1643-1727) erkannte schlielich, dass die Massenanzie-
hung von zwei Korpern auf der Erde auch die Bewegung der Planeten um
die Sonne richtig beschreibt. Er konnte mehrere Phanomene (der freie Fall
und die Planetenbewegung) auf die Wirkung von ein und derselben Kraft
zuriickfithren, der Gravitation. Die Abhéngigkeit der Stérke dieser Kraft vom
Abstand zweier Korper konnte Newton aus den Keplerschen Gesetzen fiir die
Planetenbewegung ableiten. Diese Gravitationskraft ergab:

= mPlanetMSonne T
F, ravitation — -G - 1.1.2
i o Msome 7 (1.1.2)

wobei G die Gravitationskonstante (6.67x 107! Nm?kg2) ist, m piane: und
Mgonne die Masse von Planet und von Sonne und R der Abstand Sonne
Planet ist. Wendet man die Newton’schen Axiome der Mechanik auf die
Planetenbahn an, die sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft der Sonne

9 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



1.1. WAS IST PHYSIK? KAPITEL 1. EINLEITUNG

befindet, so erhélt man die Beziehung 1.1.1, wie weiter unten beschrieben
wird.

Abbildung 1.1.3: Nach Kepler laufen alle Planeten auf Ellipsenbahnen um
die Sonne.

Wie entwickelte sich jetzt der Erkenntnisprozef3 der Physik? Zunéchst
hatte Aristarch schon das richtige Modell aufgestellt. Es war allerdings ein
sehr grobes, da er keine Ellipsenbahnen sondern Kreisbahnen postulierte.
Die Einfiihrung von einem geo-zentrischen Bild und den Epizyklen war ein
Irrweg, der allerdings zunéchst die Planetenbewegung gut beschreiben konn-
te. Die viel genauere Beobachtung der Planetenbewegung mit besseren In-
strumenten fithrte wieder zum heliozentrischen Weltbild und zu Ellipsen als
Umlaufbahn. Diese lassen sich schlieflich aus dem Gravitationsgesetz und
der Newtonschen Mechanik begriinden. Somit lassen sich die komplizierten
Planetenbewegungen aus den einfachen Gesetzen der Mechanik und der Gra-
vitationskraft ableiten.

Ist damit das Problem im Sinne der Physik gel6st? Mitnichten. Die mikro-
skopische Natur der Gravitation ist noch immer eines der ungeldsten Rétsel
der Physik. Bei anderen Wechselwirkungen, wie der elektrostatischen Wech-
selwirkung als Anziehungskraft zwischen Ladungen ist die mikroskopische
Natur gut verstanden. Bei der Gravitation ist diese Frage immer noch offen.
So wird derzeit durch immer genauere Messungen versucht Abweichungen
von dem Gravitationsgesetz zu entdecken, um damit Riickschliisse ziehen zu
kénnen ob es Aspekte an der Gravitationskraft gibt, die bislang noch nicht
beschrieben sind.

Eines der wichtigsten Naturphénomene, das auf die Menschen unmittel-
bar einwirkt ist die Erdanziehung. Die Physik versucht dieses Phénomen in
Zahlen zu fassen und damit beherrschbar zu machen. Besondere Motivation

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum 10
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war dafiir die Beschreibung der Bahn von Flugkoérpern im Schwerefeld der
Erde (Beispiel Kanonenkugel).

Um die Bewegung eines Korpers im Schwerefeld der Erde zu untersuchen
ist der freie Fall die denkbar einfachste Anordnung. Hierbei zeigt sich aller-
dings, daf} die an sich so einfache Aufgabenstellung nicht einfach in einem
Experiment nachgebildet werden kann. Stellt man sich auf einen hohen Turm
und 148t mehrere unterschiedliche Korper zu Boden fallen, so wird man fest-
stellen, daf3 diese zu sehr unterschiedlichen Zeiten auf den Boden auftreffen.
So féllt ein Stein schneller als ein Blatt Papier.

Bei dieser Experimentanordnung wird die Luftreibung nicht ausgeschlos-
sen. Wiirde man den freien Fall im luftleeren Raum durchfiihren so beobach-
tet man, dafl alle Korper zum selben Zeitpunkt den Erdboden erreichen. Die
Fallzeit ist unabhéngig von der Masse des Korpers und von deren Form und
Beschaffenheit, wie es Galileo postuliert hatte.

X Galileo

@)
@)

©  Messwerte
(@]

v

Abbildung 1.1.4: Das Gesetz des freien Falls &t sich nur im luftleeren
Raum eindeutig beobachten. Kommt die Luftreibung hinzu werden im Weg-
Zeit-Diagramm deutliche Abweichungen davon beobachtet.

Tragt man die zuriickgelegte Entfernung gegeniiber der Zeit auf, wie in
Abb. 1.1.4 dargestellt, so stellt man fest, dal bei einem Experiment unter
Luftreibung, also das Beispiel mit dem Turm, die Messwerte deutlich von der
Vorhersage Galileos abweichen. Nach dieser Vorhersage ist die zuriickgelegte
Strecke z nach einer Zeit t:

1
T = 5gt? (1.1.3)

]_1 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum
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wobei g die Erdbeschleunigung ist. Im luftleeren Raum wird die Geschwin-
digkeit eines Korpers beim Fallen immer grofler, wéahrend sie bei Luftreibung
gegen eine festen Wert lduft, der von der Form des Korpers abhéngt, ent-
sprechend seinem Luftwiderstand.

Was bedeutet dies fiir den Erkenntnisprozefl? Hatte man nur das Expe-
riment mit dem Turm, so wire es nahezu unmoglich das Gesetz des freien
Falls zweifelsfrei zu bestédtigen. Dieses Gesetz bliebe damit nur giiltig fiir
Korper die einen kleinen Luftwiderstand haben. Das illustriert, daf es fiir
die Aufklarung von Naturgesetzen wichtig ist moglichst reine Experimente
durchfiihren zu kénnen, bei denen nur ein bzw. nur ein einziger Effekt isoliert
vermessen wird.

1.2 Mafleinheiten der Physik

Das Messen eines Naturphdnomens erfolgt immer in entsprechenden Einhei-
ten.

1.2.1 Langen

Die Einheit fiir die Lénge hatte sich in der Historie immer an natiirlichen
Groflenskalen der menschlichen Erfahrung orientiert, wie der Elle, das Fuf3
etc. 1875 wurde jedoch das Meter als Einheit definiert, wobei die ur-
spriingliche Vorgabe war den 1/40.000.000 Teil des Erdumfangs zu nehmen.
Dieser Urmeter aus einer Metalllegierung wurde danach in Paris aufbewahrt
und zur Eichung entsprechender Maf}stéibe herangezogen.

Ab 1983 ist allerdings die Moglichkeit Zeiten zu messen sehr weit fortge-
schritten (siehe unten), so daf§ die Léngenmessung sehr viel genauer wurde,
wenn man sie auf eine Zeitmessung reduzierte. Da die Lichtgeschwindig-
keit eine feste Naturkonstante ist, wurde die Einheit Meter auf die Strecke
festgelegt, die ein Lichtblitz in 1/299792458 s durchléuft (siche Abb. 1.2.5).

GroBenskalen in der Natur reichen von 107 m, einem Attometer, fiir
die Ausdehnung eines Elektrons, bis zu 3 x 10 m fiir die Ausdehnung des
Weltalls.

1.2.2 Zeiten

Die Messung von Zeiten hatte historisch grofie Bedeutung, da es fiir die Navi-
gation unerlésslich war eine genaue Zeitmessung durchfithren zu kénnen. Der
Langengrad war nur dann eindeutig definiert, wenn man den Hochststand der
Sonne zu Mittag mit der Zeit einer Uhr vergleicht. Reist man von Europa

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum 12
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O w 7

Lichtquelle Detektor

Abbildung 1.2.5: Die Léngenmessung wird auf eine Zeitmessung
zuriickgefiihrt bei der ein Lichtblitz eine Strecke L. durchléuft.

nach Amerika und stellt seine Uhr nicht nach, so ist der Zeitpunkt der Mit-
tagssonne nach dieser Uhr immer spéter, je weiter man nach Westen fihrt.
Dieser Vergleich zeigt einem genau auf welchem Léngengrad man sich befin-
det.

Nach den mechanischen Zeitmessern, waren elektronische Zeitmesser lan-
ge Zeit Standard. Hierbei wird ein Kristall in einem elektrischen Feld zu
Schwingungen angeregt. Seine Eigenfrequenz gilt als Taktgeber einer Uhr.
Die préazistesten Uhren sind allerdings Atomuhren, wie schematisch in Abb.
1.2.6 illustriert ist. Dies soll am Beispiel der Casiumuhr erlautert werden.

Ein Césiumatom besitzt ein magnetisches Moment, gleich einer Kom-
paBnadel. In einem inhomogenen Magnetfeld erfihrt es je nach Orientierung
eine anziehende bzw. abstoflende Kraft. Damit 148t sich mittels eines speziell
gestalteten Magnetfeldes eine magnetische Linse erzeugen, dhnlich einer op-
tischen Linse fiir Lichtstrahlen. Der Brennpunkt dieser Linse hdngt von dem
magnetischen Moment der Teilchen ab, die sie fokussieren soll. Dies ist ana-
log zur Optik bei der der Brennpunkt in der Regel auch von der Wellenlénge
oder Farbe des Lichts abhéngt (chromatische Aberration).

In einem Ofen wird ein Atomstrahl aus Césiumatomen erzeugt, die eine
erste magnetische Linse durchlaufen. In dem Brennpunkt der ersten Linse be-
findet sich ein Resonator, der bei der Einstrahlung eines elektromagnetischen
Feldes passender Frequenz, das magnetische Moment dieser Céasiumatome
dndern kann (Hyperfeinstrukturaufspaltung F' = 3 — F' = 4). Damit #ndert
sich der Brennpunkt der zweiten magnetischen Linse und der Detektor, der
in dem Brennpunkt der zweiten Linse sitzt, wird erreicht. Stimmt die Fre-
quenz allerdings nicht, so bleibt das magnetische Moment des Casiumatoms
konstant und die Atome werden auf einen Ort vor bzw. hinter dem Detektor
fokussiert. D.h. das Detektorsignal bleibt klein. Koppelt man das Signal die-
ses Detektors mit dem Frequenzgenerator, der das elektromagnetische Feld

]_3 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN KAPITEL 1. EINLEITUNG

im Resonator erzeugt, so erhélt man ein Frequenznormal, das auf die Reso-
nanzfrequenz 9192,631770 MHz des Ubergangs im Céasiumatom abgestimmt
ist.

| : =
Casi ; i Detektor
Asium- P

quelle |

1. magn. Resonator 2. magn.
Linse Lins

Abbildung 1.2.6: In einer Atomuhr dient ein Hyperfeinstrukturiibergang
in einem Césiumatom als Frequenznormal.

Die Einheit der Zeit ist die Sekunde entsprechend 1/9192631770 s der
Schwingungsperiode der Casiumuhr.

1.2.3 Masse

Bei der Bestimmung der Masse wird der Vergleich zu einer Referenzmasse
herangezogen. Die Einheit ist das Kilogramm, wobei ein Urkilogramm fiir
die Eichung anderer Massen mittels Balkenwaage verwendet wird.

Es wurde auch versucht, das Kilogramm iiber die Masse eines einzel-
nen Atoms zu definieren. Hierzu mufl ein Korper gefertigt werden, der ei-
ne definierte Anzahl von Atomen enthélt. Der Abstand von Atomen in ei-
nem Kristall &8t sich mittels Rontgenbeugung gut bestimmen. Fertigt man
einen Korper mit genau bekannter Ausdehnung, so kann man die Zahl der
darin enthaltenen Atome aus dessen makroskopischer Geometrie ermitteln.
Die Fertigungsmoglichkeiten fiir diesen Korper erreichen allerdings zur Zeit
noch nicht eine Giite, die die Genauigkeit gegenwértiger Massestandards
iiberbietet.

1.3 Messen physikalischer Groflen

Das Messen physikalischer Gréflen ist ein Grundbestandteil der Physik, da
nur der Vergleich zwischen einer Vorhersage und einer genauen Messung die
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN

Uberpriifung von Modellen erlaubt. Je genauer eine Messung durchgefiithrt
werden kann, desto kritischer lassen sich Hypothesen der Naturwissenschaf-
ten verifizieren oder falsifizieren.

1.3.1 SI-System, Umrechnung von Einheiten

Physikalische Groflen werden in Einheiten gemessen. Das giiltige Einheitensy-
stem ist das SI-System(SI...Systeme Internationale) mit den Basiseinheiten
kg, m, s fiir Massen, Liangen und Zeiten.

Zehnerpotenzen konnen durch Wortzusétze ausgedriickt werden, um
praktische abgeleitete Einheiten zu bekommen. So sind Potenzen kleiner als
1: malli fiir 1073, micro fiir 1075, nano fiir 1072 und pico fiir 107'2. Potenzen
groBer als 1 sind: kilo fiir 103, Mega fiir 10°, Giga fiir 10° und Tera fiir 1012,

Das Umrechnen von Einheiten geschieht indem man die Einheiten formal
mit in die Gleichung schreibt und sie dort durch den jeweiligen Umrechnungs-
faktor ersetzt:

km 1000m 1000m 10000 m m
10— =1 =1 = — =2.7— 1.34
0 h 0 60min 060 - 60s 3600 s 7 S (1.34)

1.3.2 Messgenauigkeit und Messfehler
Messfehler

Jede Messung ist mit einem Fehler behaftet. Man unterscheidet prinzipiell
zwei Sorten von Fehlern:

e systematische Fehler

Systematische Fehler entstehen zum Beispiel durch die Verwendung ei-
nes falschen Mafistabes, d.h. ein Metermaf ist in Wahrheit nicht genau
ein Meter lang. Somit ergeben alle Messungen einen Wert, der um einen
konstanten Faktor von der Wahrheit abweicht. Ein weiteres Beispiel ist
die Nicht-Beriicksichtigung von Effekten wie Magnetfeldern, Fehlern in
der Experimentkonzeption etc.

Bei systematischen Fehlern sind alle Messungen in gleicher Weise be-
troffen, und die unendliche Wiederholung einer Messung verbessert
nicht die Giite der Vorhersage.

e statistische Fehler

Statistische Fehler entstehen durch Schwankungen in der Durchfithrung
einer Messung. Durch héaufiges Wiederholen einer Messung 1a8t sich der
statistische Fehler reduzieren.
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1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die Behandlung statistischer Fehler sei im folgenden diskutiert. Betrach-
ten wir zundchst N Messungen einer Grofle z. Der Mittelwert (z) (alternative
Schreibweise z) dieser Messungen ergibt:

() =2=— > m (1.3.5)

Falls wir unendlich viele Messungen durchfithren kénnen, so erhalten wir
im Grenzfall den wahren Wert x ., fiir .

Twahr = Ty = lim —sz (1.3.6)

N—ooo N

Jede einzelne Messung x; weicht um einen Fehler e; von dem wahren Wert
T, ab. Dies gilt ebenso fiir den Fehler € des Mittelwertes.

€ = Ty — T (1.3.7)

€ = Ty —T

Der Fehler der Einzelmessung und der des Mittelwerts sind verkniipft
durch:

. 1 1 1
E=Ty — T = Ty — — Z Z:NZ w— T :NZ@ (1.3.9)

i=1 =1

Der Betrag der Fehler ist gegeben durch:

1 N 2 T A
2 — 2 (Z ei) N2 el + — Z Z ei€; (1.3.10)
1,5#14

=1 =1 =1 j=

TV
=0,N—o0

Hierbei gilt zu beachten daf§ die Summation iiber die Elemente e;e; Null
ergibt, da die Fehler der Einzelmessung unkorreliert sind, d.h. ein Fehler der
Messung i ist unabhdngig vom Fehler der Messung j. Damit heben sich die
Produkte e;e; im Mittel auf.

Die sogenannten Standardabweichung des Mittelwertes o,, ist definiert
als:
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN

2 _ 1 S 2
O = Ve = ~ Z (L0 — ;) (1.3.11)

=1

bzw. einer Einzelmessung als:

o= /) = % (20 — 72)° (1.3.12)

i=1

Man erkennt, daf3 die Standardabweichung einer Einzelmessung ¢ mit der
Standardabweichung des Mittelwertes o, verkniipft ist durch:

! (1.3.13)
O = ——0 3.
vV N

D.h. falls eine einzelne Messung 5% Fehler (o) hat, so benotigt man 100
Messungen um den Fehler fiir den Mittelwert (o,,) auf 0.5% zu reduzieren.

Im allgemeinen ist allerdings der wahre Wert fiir  nicht bekannt, sondern
es 148t sich nur durch eine endliche Anzahl von Messungen ein Mittelwert
bilden. Wie ist dann die Standardabweichung zu ermitteln? Betrachten wir
zunachst die Abweichung Ax; einer einzelnen Messung i vom Mittelwert z:

Ax; =T —x; =2y — T, — (T — T) (1.3.14)
S N——

=€ =€

Die mittlere quadratische Abweichung ist gegeben als:

(Ax?) = iimz—i 3 (e; — €) (1.3.15)
N =1 N =1

Man bekommt:
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1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN

KAPITEL 1. EINLEITUNG

(Az?)

Setzt man fiir (Az?)

@t = > @)

i=1

ein, laBt sich dies wieder nach der Standardabweichungen

auflosen via:

(1.3.16)

(1.3.17)

o und o,

(1.3.18)

(1.3.19)

Bei diesen Ausdriicken wird alles von dem gemessenen Mittelwert T ab-
geleitet. Fiir N — oo gehen die Gleichungen 1.3.11 und 1.3.12 in 1.3.18 und

1.3.19 tiber.

Fehlerfortpflanzung

Oftmals setzt sich das Ergebnis einer Messung aus einer Anzahl von einzel-
nen Groflen zusammen. Wie grof} ist jetzt der Fehler des Ergebnisses, wenn
man zunédchst nur den Fehler der Eingangsgrofien kennt? Betrachten wir da-
zu eine Messung einer Gréfle y, die von den Eingangsgroflen x; abhingt;

y(xb T2, L3, ...

). Der Fehler in der Grofle y bestimmt sich dann aus den parti-

ellen Ableitungen und den Fehlern der Eingangsgrofien Axy, Axs ete., geméaf:

dy 2 dy 2 dy 2
Ay = —Ax; | +—Axy| +|-—"Az3| +..
dxq dx dxs

(1.3.20)

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 1.3. MESSEN PHYSIKALISCHER GROSSEN

Grundsétzlich gibt man die Genauigkeit eines Ergebnisses immer auf die-
jenige Anzahl der Stellen nach dem Komma an, die dem ungenauesten Wert
fiir eine Eingangsgréfle entspricht. D.h. ist eine der Eingangsgréfien nur auf
eine Nachkommastelle bekannt, so ist das Ergebnis fiir Ay auch nur auf eine
Nachkommastelle genau anzugeben.
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Kapitel 2

Mechanik

Die Mechanik beschreibt die Bewegung von Kérpern unter dem Einfluss von
Kréften. Das Verstindnis dieser Zusammenhénge und die Vorhersage von
z.B. der Flugbahn eines Korpers auf der Erde, sei es ein Ball, Pfeil oder Ka-
nonenkugel war schon historisch von herausragender Bedeutung. Die Anfénge
der Mechanik wurden von Galileo (1564-1642) gelegt, der als der erste Expe-
rimentalphysiker gelten kann, da er durch Versuche herausgefunden hat, dafl
alle Korper unter dem Einfluss der Schwerkraft eine Beschleunigung erfahren,
die unabhingig von Form und Masse des Korpers ist. Dies war entgegen der
Lehrmeinung, die auf der Idee von Aristoteles (384 - 322 v. Chr.) beruhte,
der die gleichformige Bewegung eines Korpers als das Ergebnis des Gleich-
gewichts zwischen Antrieb und Widerstand auffasste. Nach diesem Bild war
erklérlich, warum z.B. ein Schiff, das schneller fahren sollte, eine Mannschaft
bendtigt, die stédrker rudert. Mit diesem Bild konnte Aristoteles allerdings
nicht den Fall eines Objektes eindeutig beschreiben, da unklar bleibt ob die
beobachtete Beschleunigung durch einen gréfferen Antrieb oder einen gerin-
geren Widerstand hervorgerufen wurde.

2.1 Mechanik eines Massenpunktes

Im folgenden sollen die Grundziige der Mechanik zur Beschreibung sich be-
wegender Objekte erldutert werden. Eine typische Problemstellung ist der
Wurt eines Objektes, bei dem man fragen konnte: Wie muf ich werfen, um
die grofite Weite zu erzielen? Macht es einen Unterschied, ob ich den Korper
auf der Erde werfe oder auf dem Mond? Welches Ergebnis erhalte ich, wenn
ich den Korper aus einem fahrenden Zug werfe?

20



KAPITEL 2. MECHANIK 2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES

2.1.1 Bewegung eines Massenpunktes

Bewegung in einer Dimension

Beschrianken wir uns zunéchst auf Bewegungen in einer Dimension x (siehe

Abb. 2.1.1).

Ar =x9 — 21 (2.1.1)

Die Bewegung entspricht der Verschiebung des Ortes um Az in einem

Zeitraum At.

Abbildung 2.1.1: Ort x im Eindimensionalen.

Aus der Art dieser Verschiebung lassen sich jetzt mehrere Grofien ableiten.

mittlere Geschwindigkeit

Die mittlere Geschwindigkeit ist definiert als die Anderung Az des
Ortes pro Zeitraum At

_Ax
At

Um

(2.1.2)

Diese Geschwindigkeit kann positiv oder negativ sein, je nachdem ob
Az ein positives oder negatives Vorzeichen hat.

momentane Geschwindigkeit

Die momentane Geschwindigkeit erhélt man, wenn man den Grenzfall
kleiner Zeitraume At betrachtet:

Axr dx
= lim — = — 2.1.
o= A T @ (2.1.3)
Diese momentane Geschwindigkeit entspricht der Ableitung des Ortes
nach der Zeit.

21
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2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES KAPITEL 2. MECHANIK

x (t)

dx
t) = —
v dt

dv
dt

d2
dt 2

a(t) =

t
t \/1

Abbildung 2.1.2: Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

e mittlere Beschleunigung

Nach demselben Muster 1é3t sich die mittlere Beschleunigung definieren
als der Unterschied in der Geschwindigkeit pro Zeitraum At:

_Av

=% (2.1.4)

Am

¢ momentane Beschleunigung

Auch hier entspricht der Grenzwert kleiner Zeitraume At der momen-
tanen Beschleunigung:

- Av dv
a= lim

Ats0 AL dt (2:1:5)

Der Zusammenhang zwischen Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung
&8t sich auch kompakter schreiben:

dv d [dx d*x
ot () o7 2.1,
“Tat T a (dt) at? (2.1.6)
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Die Beschleunigung ist somit die zweite Ableitung des Ortes nach der
Zeit.

Ein typischer Zusammenhang zwischen Ort, Geschwindigkeit und Be-
schleunigung ist in Abb. 2.1.2 gezeigt.

Im folgenden wollen wir den Sonderfall einer gleichmdfiig beschleunigten
Bewegung auf zwei Arten betrachten:

e Ableitung iiber mittlere Groflen

Die Beschleunigung sei konstant. D.h. die Anderung der Geschwindig-
keit von vy auf v in einem Zeitraum t (¢, = 0) ist:

UV — g UV — g

= = 2.1.7
R t (2L1.7)
Dies 148t sich auflésen zu:
v =1+ at (2.1.8)
Die mittlere Geschwindigkeit ist:
t—to t
Aufgelost nach dem Ort x ergibt sich:
T =20+ Ut (2.1.10)
mit der mittleren Geschwindigkeit
1
U = §(U0+U) (2.1.11)
ergibt sich schlieBlich der Ausdruck:
L o
T — x9 = vt + §at (2112)

e Ableitung iiber Integration

Als alternative Ableitung gehen wir von der allgemein giiltigen Bezie-
hung
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2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES KAPITEL 2. MECHANIK

d2
a:ag (2.1.13)

aus. Zunéchst integrieren wir beide Seiten {iber die Zeit und erhalten.

dt = —dt 2.1.14
/a /dt2 (2.1.14)

—~—

=v

mit der Integrationskonstanten ¢;. Mit der Anfangsbedingung v(t =

0) = vy ergibt sich ¢; = —vp. D.h. man bekommt:
dx
t=— — 2.1.16
“=a (2.1.16)

Wir integrieren ein zweites Mal

/ at = / . / it (2.1.17)

und bekommen

1
§at2 =T+ ¢y — Vot (2.1.18)

mit der Integrationskonstanten c;. Mit der Anfangsbedingung z(t =
0) = g ergibt sich ¢ = —xp. D.h. man bekommt schliellich:

1
x—%zimﬂw@ (2.1.19)

Man erkennt, dafl beide Wege zu dem identischen Ergebnis fithren. Die
Variation von x, v und a nach GIl. 2.1.19 erfolgt wie in Abb. 2.1.3 veran-
schaulicht.

Die quadratische Abhéngigkeit des Ortes von der Zeit 148t sich in einem
einfachen Experiment veranschaulichen, wie es schon Galilei durchgefiihrt
hat. Man héangt vier Kugeln in quadratischem Abstand an einer Schnur. L&}t
man diese Kugeln gleichzeitig zu Boden fallen, so kommen sie in regelmdajfigen
Abstéinden am Boden an, wie in Abb. 2.1.4 veranschaulicht ist.
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Abbildung 2.1.3: Variation von Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung
mit der Zeit.

Bevor wir die Bewegung m drei-dimensionalen beschreiben, wol-
len wir kurz die Benutzung von Vektoren im kartesischen Koor-
dinatensystem einfiihren.

e Definition

Ein Vektor ist durch seine drei Komponenten x,y und z wie
in Abb. 2.1.5 definiert.

T
r=1yv (2.1.20)
z
oder
7= 1€, + yé, + 2€, (2.1.21)

e Linge eines Vektors

Die Léange oder Betrag eines Vektors berechnet sich zu:

7] = V2?2 + y? + 22 (2.1.22)

e Addition zweier Vektoren

Zwei Vektoren werden addiert, indem beide Vektoren anein-
ander gesetzt werden, geméfl Abb. 2.1.6:

i+b=2¢ (2.1.23)

25 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES KAPITEL 2. MECHANIK

16/:’ 04

g/ 03

4/:’ 02

Abbildung 2.1.4: Freier Fall. Hingt man vier Kugeln in quadratischem
Abstand zum Boden auf und 1dt diese dann fallen, so kommen sie in re-

gelméfigen Zeitabstdnden am Boden an.

Cy ag + by
cy | =1 ay+by, (2.1.24)
Cy a, + b,

Als Beispiel fiir die Addition von Vektoren sei ein Flugzeug
gegeben, das sich mit einer Geschwindigkeit beziiglich einer
Luftstromung bewegen kann. Die resultierende Bewegungs-
richtung des Flugzeugs relativ zum Boden ist die Summe der
Vektoren der Windgeschwindigkeit und der Eigengeschwin-
digkeit des Flugzeugs (siche Abb. 2.1.6).

e Subtraktion zweier Vektoren

Zwei Vektoren werden subtrahiert, indem die Spitzen anein-
ander gesetzt werden, geméf:

i-b=2¢ (2.1.25)
Cy a; — by
e | =1 a—by (2.1.26)
C, a, — b,

e Vektor mit Zahl multiplizieren

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum
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Abbildung 2.1.5: Definition eines Vektors.

jsbli

Veugzeug relativ
J’ zum Boden

0
VFlugzeug relativ Wind
zum Wind

Abbildung 2.1.6: Addition und Subtraktion zweier Vektoren.

i-b=¢

Multipliziert man einen Vektor mit einer Zahl £ so bekommt
man eine Streckung des Vektors:

x kx
r=k|l vy | =1 ky (2.1.27)
z kz

e Skalarprodukt

Das Skalarprodukt entspricht der Projektion zweier Vekto-
ren aufeinander. Das Ergebnis des Skalarproduktes ist eine
Zahl.
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a@-b=|a||b| cos ® (2.1.28)

oder

a-b=ayb, + ayb, + a.b, (2.1.29)

Das Skalarprodukt ist kommutativ, d.h. es gilt:

a-b=b-a (2.1.30)

Ein Skalarprodukt wird immer verwendet um einen Aus-
druck beziiglich einer Richtung zu erhalten. Ein Beispiel ist
die Arbeit als das Skalarprodukt aus Kraft mal Weg. Erfolgt
der Weg senkrecht zur wirkenden Kraft, so muf} keine Arbeit
geleistet werden.

e Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt entspricht dem Fldcheninhalt des durch
die Vektoren aufgespannten Parallelogramms. Das Ergebnis
ist ein Vektor ¢, der senkrecht auf der Ebene steht die die
Vektoren @ und b aufspannen.

Axb=72 (2.1.31)

Hierbei gilt die Rechte-Hand-Regel, d.h. Daumen, Zeige-
finger und Mittelfinger ergeben ein Dreibein entsprechend
den Richtungen von @, b und €.

Ol

5-5:|é”5‘-003¢ ‘§x5‘=|§”5‘-sin(p:|é|

¢la und b

Abbildung 2.1.7: Skalar- und Kreuzprodukt zweier Vektoren.
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@ % b| = |@]||b| sin ® (2.1.32)
Ay b, ayb, — a.b,
ay | x| b, | = aby —ab, (2.1.33)
a, b, agby — ayb,

Es gilt zu beachten, dafi das Kreuzprodukt nicht kommutativ
ist. D.h. es muf} gelten:
ixb=—bxa (2.1.34)

Ein Beispiel fiir das Kreuzprodukt sei das Drehmoment als
Kreuzprodukt aus Kraft und Hebelarm. Dieses Drehmoment
wird maximal wenn die Vektoren senkrecht aufeinander ste-
hen.

Bewegung in mehreren Dimension

Betrachten wir die beschleunigte Bewegung im dreidimensionalen (Abb.
2.1.9). Wir beginnen mit:

Bahnkurve

Abbildung 2.1.8: Ortsvektor ¥ und Geschwindigkeitsvektor ¢ beschreiben
die Bahn eines Korpers im dreidimensionalen Raum.

r=a (2.1.35)

Aufgelost nach den einzelnen Koordinaten des Ortsvektors ist dies & = a,,
§ = a, und Z = a,. Integriert man Gl. 2.1.35, so bekommt man
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/%dt —7F=7 (2.1.36)

Damit wird die Geschwindigkeit:

v(t) = r(t) = /c?dt —at+b (2.1.37)

b ist die Integrationskonstante, die man aus der Anfangsbedingung ablei-
tet: die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das Integral beschreibt die
zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeit durch die Beschleunigung a iiber
einen Zeitraum ¢. Man bekommt b = 7, und damit:

U(t) = at + v (2.1.38)
Dieselbe Integration 148t sich nochmal durchfithren
F= [ vdt = Eat + oot + ¢ (2.1.39)

Auch hierbei entsteht eine Integrationskonstante ¢, die sich aus der An-
fangsbedingung, dem Ort zum Zeitpunkt ¢ = 0 ableiten 1a83t. Man bekommt
¢ = 1y und damit:

1
7= §6t2 + Tt + 70 (2.1.40)

Nach Komponenten aufgelost ergibt sich:

1

x(t) = 5%752 + v ot + To (2.1.41)
1

y(t) = §ayt2 + Uo7yt + Yo (2142)
1

z(t) = §azt2 +vg .t + 2o (2.1.43)

Wir wollen jetzt zwei Beispiele fiir eine beschleunigte Bewegung diskutie-
ren:

o der freie Fall

Wir betrachten eine Kugel die in z-Richtung von einer Héhe h herun-
terfallt, wie in Abb. 2.1.9 illustriert. Die konstante Beschleunigung ist
a, = —g und a, = 0,a, = 0. Die Anfangsgeschwindigkeit sei vy = 0
und zg = 0,y = 0 und zg = h. Daraus bekommt man die Gleichung:
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1
2(t) = —§gt2 +h (2.1.44)
Der Ball trifft auf den Boden fiir z = 0. D.h. man bekommt fiir die
Fallzeit ¢
op\ /2
t = (—) (2.1.45)
g
z z
h ... @ h
\@
y t
1
X z=—=gt’+h
2

Abbildung 2.1.9: Freier Fall.

e der schrige Wurf

Betrachten wir den schragen Wurf als die Trajektorie eines geworfenen
Balles. Hierbei 148t sich der Abwurfwinkel und die Geschwindigkeit des
Balles durch den Werfer kontrollieren. Doch bei welcher Einstellung
kommt er am weitesten? Oder unter welchem Winkel mufl er den Ball
abwerfen, damit er bei gegebener Abwurfgeschwindigkeit ein Ziel er-
reicht? Das la8t sich jetzt berechnen und vorhersagen. Betrachten wir
dazu die Abb. 2.1.10.

Ein Werfer habe die Hohe h und wirft einen Ball unter einem Win-
kel ¢ zum Erdboden, mit der Geschwindigkeit vy ab. Die Anfangs-
Geschwindigkeit entlang des Erdbodens ist vy, und entlang der z-
Koordinate vg,. Die Erdbeschleunigung wirke in z-Richtung. Sie zeigt
nach unten agrdbeschieunigung = —¢- Mit diesen Anfangsbedingungen 143t
sich Gl. 2.1.40 fiir die drei Koordinaten schreiben als:
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Abbildung 2.1.10: Der schrige Wurf von einer Hohe h.

Vout (2.1.46)
- 0 (2.1.47)
1
7 = _59t2+v0Zt+h (2.1.48)

Diese Gleichungen beschreiben jetzt, wie sich der Ort 7= (z,y, 2) des
Balls mit der Zeit &dndert. Aus diesen Gleichungen lafit sich ¢ = P
eliminieren und man bekommt einen Zusammenhang zwischen z und x
von:

1 g 2 Vo2
= ——— — h 2.1.49
z(x) QUS,@x + U0$x+ ( )

Man erkennt das die Hohe der Wurfbahn proportional zum Quadrat
des Ortes auf dem Erdboden ist. Man spricht deshalb von einer Wurf-
parabel. Mit dieser Gleichung lassen sich die Fragen von oben jetzt
beantworten.

— Unter welchem Winkel wirft man am weitesten?

Am hochsten Punkt der Wurfparabel fliegt der Kérper waagerecht
zum Erdboden, d.h. die Steigung der Kurve z(x) auf Gl. 2.1.52 ist
0. Dies entspricht mathematisch der Bedingung;:

dz g V02

(2.1.50)
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Der Scheitelpunkt x4 der Wurfparabel ist damit:

VogVoz U COS @ sin ¢ B ve

Ty = = — sin 2¢ 2.1.51
g g 29 ( )

Die groBite Weite fiir den Scheitelpunkt erhdlt man wenn man den
Ball unter 45° abwirft. Falls die Hohe A Null ist, erreicht man
unter 45° auch die grofite Weite.

— Wie weit wirft man?

Der Auftreffpunkt ist definiert fiir den Ort z(x = xy ) = 0. Damit
ergibt sich aus Gl. 2.1.52:

1 g U

2 0z
=55 Ty +
2 V5, Vox

Dies 1483t sich nach zy auflosen zu:

VoV VoV 2 202 V2
=0z <—°$ OZ) + Ofch] (2.1.53)

zw +h (2.1.52)

Tw =
g g g

Nur das "+7-Zeichen ergibt hier eine sinnvolle Losung. Ersetzt
man vUg,Vpy = %U% sin 2¢ so bekommt man schlie3lich:

1+ <1 + ﬂ) 1/2] (2.1.54)

v2 sin? ¢

02
Tw = —2 sin 2¢

29
Fiir A = 0 wird z,, = 2z,. Fiir beliebige Werte von h mufl man den
Ausdruck 2.1.54 fiir eine Variation von ¢ maximieren. Typische

Trajektorien sind in Abb. 2.1.11 gezeigt.

Der schrige Wurf 18t sich gut als Uberlagerung einer gleichférmigen
Bewegung und einer beschleunigten Bewegung veranschaulichen. Die
Bewegung nach Koordinaten aufgelst war:

r = vt (2.1.55)

y = 0 (2.1.56)
1

P —§gt2+v02t+h (2.1.57)

Die Anteile in x und z mit vy, und vy, entsprechen der gradlinigen
Bewegung. D.h. wirkt keine Beschleunigung, so erfolgt eine gradlini-
ge Bewegung in der entsprechenden Richtung. Dem {iiberlagert ist die
Beschleunigung geméaf g.

33
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Abbildung 2.1.11: Der schriage Wurf. Ist die Abwurfhche die selbe wie
die Landehohe, so ist der optimale Winkel 45 Grad. Wirft man von einem

erhohten Punkt ab, so ist der optimale Winkel etwas kleiner.

Die gleichférmige Kreisbewegung

Im folgenden wollen wir eine Bewegung betrachten bei der die Beschleunigung
nicht gleichméafig ist. Stellt man sich einen Kérper vor, der sich mit konstan-
ter Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn bewegt, so muf3 fortwéhrend eine
Beschleunigung wirken, um diesen Korper auf seiner Kreisbahn zu halten,
da diese Bahn nicht einer gleichférmigen gradlinigen Bewegung entspricht.
Diese Beschleunigung bezeichnet man als Zentripetalbeschleunigung, al-
so der Beschleunigung, die zum Zentrum der Kreisbewegung gerichtet ist.

Wie ist diese Beschleunigung jetzt mit der Bewegung verkniipft?

Abbildung 2.1.12: Die gleichformige Kreisbewegung.

Die Bahngeschwindigkeit sei:
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U = v,€, + vy €, = —vsin O€, + v cos O¢, (2.1.58)
mit sin® = £ und cos © = £ ergibt sich:

= —v=€, — 2.1.59
U ve +vrey ( )

Die Beschleunigung ist die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit nach
der Zeit. Man bekommt, nachdem v konstant ist:

v ody v dx
G=—— — é,+—- — ¢ 2.1.60
“ r dt €a rdt “ ( )
—~— ~—~
v cos © —vsin ©
oder
2 2
d=—2 cos o€, — Y sin ¢, (2.1.61)
T T

Die Richtung von a zeigt genau in -r-Richtung wegen der Anteile cos ©
fiir die x- und sin © fiir die y-Richtung. Der Betrag von a ist:

2 2
|d| = /a3 + aj = L Veos20 +sin? © = — (2.1.62)
r r

Man bezeichnet @ als Zentripetalbeschleunigung (”zum Zentrum stre-
bend”).

Alternativ zu dieser Ableitung der Zentripetalbeschleunigung, wollen
wir dasselbe noch einmal unter Verwendung der Winkelgeschwindigkeit
durchfiihren.

Abbildung 2.1.13: Ableitung Winkelgeschwindigkeit.
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Die Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn (sieche Abb. 2.1.13) ist:

As
AL

Die Wegstrecke As auf der Kreisbahn, 148t sich fiir kleine Winkel Agp
ausdriicken als:

v (2.1.63)

As =sin ApR (2.1.64)

fiir kleine Winkel geht der Sinus in sein Argument iiber:

As = ApR (2.1.65)
damit wird die Geschwindigkeit:
As Ay
= —_—R—L — 2.1.
V= A R A7 Rw (2.1.66)

w ist die sogenannte Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines
Punktes auf dem Kreis in der zy-Ebene 148t sich jetzt schreiben als:

7= ( fcoswt ) (2.1.67)

R sin wt

Die Geschwindigkeit auf diesem Kreis ist die Ableitung des Ortes nach
der Zeit:

. [ —Rwsinwt
U_( Rw cos wt > (2.1.68)

und schliellich die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit die Be-
schleunigung:

. [ —Rw?coswt \ o,
a= ( w2 sinwt > = —wr (2.1.69)

d.h. die Beschleunigung zeigt immer entgegen des Radiusvektors, also
immer in Richtung Mittelpunkt. Dies ist die Zentripetalbeschleunigung.

Im allgemeinen Fall ist die Winkelgeschwindigkeit, die die Geschwindig-
keit auf der Bahn und der Radius verkniipft durch:

(2.1.70)

Hierbei wird die Winkelgeschwindigkeit als Vektor definiert, der immer
senkrecht auf der Bewegungsebene steht, wie in Abb. 2.1.14 verdeutlicht.

Die Gleichung 2.1.70 gilt fiir beliebigen Ursprung des Koordinatensy-
stems. Die Gleichung 148t sich umformen via:
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!

Abbildung 2.1.14: Definition des Vektors der Kreisfrequenz.

FXU=7X(dxT) (2.1.71)
mit @ x (b x &) = b(@- &) — &a- b) ergibt sich:

FxU=d(r7) —7(r- d) (2.1.72)
——
=0,/
fiir 7 L @. D.h.
Lo
w= ﬁ(r ) (2.1.73)

Falls 7 nicht senkrecht auf & steht, gilt diese Beziehung nicht. Deshalb
verwendet man zur Sicherheit auch die Notation r; gemaf:

Lo .
w= ﬁ(rpﬂp X U) (2.1.74)

Die Zentripetalbeschleunigung wird oftmals mit der Zentrifugalbe-
schleunigung verwechselt (sieche Abb. 2.1.15). Beide unterscheiden sich wie
folgt: Die Zentripetalbeschleunigung ist eine Beschleunigung die ein exter-
ner Beobachter wahrnimmt, da der Koérper keiner geradlinigen Bewegung
folgt sondern einen Kreis beschreibt. Die Zentripetalbeschleunigung ist zum
Zentrum des Kreises gerichtet. Die Zentrifugalbeschleunigung sieht ein Be-
obachter, der sich mit dem Kreis mit bewegt. Fiir ihn wird eine Scheinkraft
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spiirbar, die ihn nach auflen treibt. Die Zentrifugalbeschleunigung ist radial
nach auflen gerichtet. Diese unterschiedlichen Sichtweisen werden noch im
Kapitel Bezugssysteme niher erlautert.

Zentripetalbeschleunigung

Beobachter ruht

Zentrifugalbeschleunigung

Beobachter bewegt sich mit

Abbildung 2.1.15: Unterschied Zentripetal-, Zentrifugalbeschleunigung.

2.1.2 Krafte
Die Newton’schen Axiome

Bislang haben wir immer die Beschleunigung eines Koérpers als gegeben be-
trachtet. Die Ursache fiir die Beschleunigung sind Kréfte. Newton postu-
lierte das die Ursache fiir diese Krifte die Wechselwirkung dieser Korper
untereinander ist. So ist die Schwerkraft eine Wechselwirkung zwischen der
Masse eines Korpers und der Masse der Erde. Neben dieser Gravitations-
kraft gibt es die elektrostatische Kraft und die starke Wechselwirkung, die
die Atomkerne zusammenhélt.

Auch eine Kraft wird als Vektor beschrieben, da sie die Richtung der ent-
sprechenden Beschleunigung vorgibt. Am Beispiel der Schwerkraft soll dies
erlautert werden. Die Erde 1483t sich als Massenpunkt mit Masse M beschrei-
ben, der im Zentrum eines Koordinatensystems sitzen soll. Am Ort 7" befindet
sich ein Korper der Masse m. Die Erde iibt eine Schwerkraft entsprechend
einer Gravitationskonstante G' aus mit:
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Fo_qmMr (2.1.75)
G
D.h. in dem zentral-symmetrischen Problem des Schwerefeldes der Erde
zeigt die Schwerkraft auf einen Korper am Ort ¥ immer entgegen der Rich-
tung des Ortsvektors 7. Diese Schwerkraft kann man als kugelsymmetrisches
Kraftfeld auffassen, das die Erde umschliefft und dessen Stérke quadratisch
mit dem Abstand abnimmt.
Die Verkniipfung zwischen Kraft und Beschleunigung hat Newton in sei-
nen drei Axiomen dokumentiert:

e 1. Axiom

Solange keine Kraft wirkt, verharrt ein Koérper in Ruhe oder bei seiner
gleichférmigen gradlinigen Bewegung. Diese Bewegung sei durch die
Grofle Impuls beschrieben als:

p=mi|  [ke] (2.1.76)

Abbildung 2.1.16: Beschleunigung eines Wagens der Masse m iiber ein
Gewicht.

e 2. Axiom

Die Ursache fiir eine Impulsénderung ist das Wirken einer Kraft. Diese
Kraft wird definiert als:

F= 2—2; [kgg] (2.1.77)

Die Einheit in der Krifte gemessen werden ist Newton:
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m
LN = kg (2.1.78)

mit der Definition des Impulses bekommen wir:

F=—mv=m— +v— (2.1.79)

In den meisten Féllen ist m=const. (Gegenbeispiel Rakete), so daf gilt:

F=ma (2.1.80)

Newton hatte bei der Verkniipfung von Kraft und Beschleunigung die
Masse als Proportionalitatskonstante identifiziert. D.h. mochte man die
gleichformige gradlinige Bewegung eines Kérpers dndern, so mufl man
bei groflerer Masse auch eine groflere Kraft aufwenden. Die Eigenschaft
eines Korpers eine gleichformige gradlinige Bewegung beizubehalten
bezeichnet man auch als Trégheit. Die Masse kann als Grund fiir die
Trégheit angesehen werden und man bezeichnet sie deshalb auch als
trige Masse.

Kréfte sind vektorielle Groflen fiir die das Superpositionsprinzip gilt.
Bei jedem Massenpunkt, der in Ruhe ist bzw. sich gleichférmig geradli-
nig bewegt, mufl die Summe der Vektoren der angreifenden Kréfte Null
sein. Im folgenden wollen wir zwei Beispiele fiir das Superpositionsprin-
zip diskutieren:

— Kriaftedreieck

Als Beispiel, sei ein Massenpunkt betrachtet auf den drei Kréfte
wirken, wie in Abb. 2.1.17 illustriert. Die drei Kréfte stehen in
einem Verhéaltnis von 5:4:3. Nachdem der Massenpunkt in Ruhe
ist, miissen sich die drei Kréfte zu Null addieren. Dies ist dann
der Fall, wenn der Winkel zwischen dem Vektor der Léinge 3 und
dem der Linge 4 genau 90° betrigt, da 32 + 42 = 52

— Ziehen eines Schlittens

In einem zweiten Beispiel betrachten wir einen Schlitten der Masse
m, der unter einem Winkel © mit einer Kraft F (F = |F]) iiber
eine Ebene gezogen wird, wie in Abb. 2.1.18 illustriert. Wir losen
die Kréfte in die x- und y-Richtung auf.
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Abbildung 2.1.17: Kriifte als Vektoren.

'r|
=2
T

Fe

Abbildung 2.1.18: Kréfte als Vektoren, Ziehen eines Schlittens.

Nachdem die Schwerkraft nur in y-Richtung wirkt haben wir in
z-Richtung:

Fcos©® = ma, (2.1.81)

in y-Richtung haben wir die Gravitationskraft Fg:

— Fy+ Fropma + Fsin® =0 (2.1.82)

In y-Richtung soll sich der Schlitten nicht bewegen, d.h. die Summe
der Kréfte mufl Null ergeben. Dies 148t sich mit einem Kunstgriff
erzielen indem man eine neue Kraft einfiihrt, die Normalkraft
Frormar- Die Normalkraft ist eine Kraft, die die Unterlage auf den
Schlitten ausiibt. Sie stellt sich so ein, da} die Summe der Kréfte
in y-Richtung immer Null ist.

e 3. Axiom
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Falls nur zwei Koérper 1 und 2 miteinander in Wechselwirkung treten,
so muf} die Kraft auf den einen Korper 1 entgegengesetzt der Kraft auf
den anderen Korper 2 sein:

Fi=—F, (2.1.83)

Newton entwickelte dieses Gesetz aus der Vorstellung einer Wechsel-
wirkung, die alle Koérper zueinander in Bezug setzt. Diese Wechsel-
wirkung ist zunéchst eine Fernwirkung, die ohne scheinbaren Kontakt
der Korper untereinander zu einer Kraft fithrt. Dies war eine sehr weit-
reichende Vorhersage, die erst in der modernen Physik des 20ten Jahr-
hundert bestatigt wurde. Vier Arten von Wechselwirkung unterscheidet
man in der Natur:

— Die Gravitationskraft, als die Kraft, die durch Anziehung der Mas-
sen zweier Korper entsteht.

— Die elektrostatische Kraft, als die Kraft, die Ladungen aufeinander
ausiiben.

— Die starke Kernkraft, die den Zusammenhalt von Nukleonen im
Atomkern vermittelt.

— Die schwache Kraft, die bei dem [-Zerfall von radioaktiven Kernen
sichtbar wird.

Das 3. Newton’sche Axiome bezieht sich immer auf zwei Korper. Es
bildet sich immer ein Kraft-Gegenkraft-Paar. Die Normalkraft, die
auf den Schlitten in obigem Beispiel wirkt, ist kein Kraft-Gegenkraft-
Paar, da die Kréfte auf dasselbe Objekt wirken. Ein Kraft-Gegenkraft-
Paar wire dagegen die Anziehungskraft, die die Erde auf den Schlitten
ausiibt, aber auch die Anziehungskraft, die der Schlitten auf die Erde
ausiibt. Dies ist in Abb. 2.1.19 illustriert.

Die Folgen des 3. Newton’schen Axioms lassen sich vielfach darstellen.
Betrachtet man zum Beispiel zwei, durch ein Seil verbundene Korper,
so fiihrt das Ziehen an dem Seil zu einer Kraft und Gegenkraft auf beide
Korper. D.h. beide bewegen sich entsprechen mia; = —mesgas. Dies ist
in Abb. 2.1.20 illustriert.

Die Newton’schen Axiome lassen sich am Beispiel des Kettenkarussells
illustrieren. Betrachten wir ein Kettenkarussell, an dem sich eine Gondel
mit der Masse M befindet und das sich mit einer bestimmten Frequenz im
Kreis bewegt. Nehmen wir an, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt die Kette
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Z

Abbildung 2.1.20: Versuch Zugwagen.

versagt und die Gondel zu Boden féllt. In welche Richtung geschieht das? In
Abb. 2.1.21 sind 4 mogliche Varianten illustriert, von denen nur eine zutrifft.

Die Gondel bewegt sich auf ihrer Kreisbahn mit einer Geschwindigkeit .
Falls diese Gondel nicht durch die Kette an das Karussell gebunden wire,
wiirde sie sich auf Grund ihrer Trégheit gradlinig in Richtung des momenta-
nen Geschwindigkeitsvektors bewegen. D.h. nur die Variante 4 in Abb. 2.1.21
ist korrekt.

Beispiel fiir Krifte

Im folgenden seien einige Beispiel fiir Kréfte illustriert. Die Gravitations-
kraft entsteht durch die Anziehung zweier Massen, wie in Abb. 2.1.22 illu-
striert. Sie skaliert mit den Massen mq, mo und dem Abstand r wie:

mims
5T

F=_-@G

(2.1.84)

-

mit 7 dem Einheitsvektor, der die Massen m; und my verbindet. G ist die
Gravitationskonstante mit G=6.67 107! Nm?kg~2. Fiir Phiinomene an der
Erdoberflache 148t sich das Gravitationsgesetz kompakter schreiben indem
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Abbildung 2.1.21: In welche Richtung féllt eine Gondel eines Kettenka-
russells, wenn die Kette versagt?

man fir m; die Masse der Erde und fiir » den Radius der Erde einsetzt. Man
bekommt dann:
F=mg (2.1.85)
mit der Erdbeschleunigung § und |§]=9.81 ms™2
Die Federkraft entsteht durch die elastischen Eigenschaften vieler
Festkorper. Dehnt oder staucht man ein Material, so wirkt eine riickstellende

Kraft, die in erster Naherung linear mit der Auslenkung gréfler wird, wie in
Abb 2.1.23 illustriert ist:

F = —cAzx (2.1.86)

mit ¢ der Federkonstanten.

Die Normalkraft ist eine Kraft, die eine Unterlage auf einen Koérper
ausiibt, damit dieser sich nur in der Ebene dieser Unterlage bewegen kann,
wie in Abb. 2.1.24 illustriert.

Bei der Reibungskraft kann man zwei Fille unterscheiden: Haftreibung
und Gleitreibung. Reibung entsteht durch die Verzahnung zweier Oberflachen
untereinander. In erster Naherung ist die Kontaktfliche im mikroskopischen
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Abbildung 2.1.22: Die Gravitationskraft beschreibt die Anziehung zweier
Massen m und M.

7 : 7

— X

x:=0

Abbildung 2.1.23: Die Federkraft beschreibt die riickstellende Kraft bei
der Auslenkung einer Feder von der Ruhelage = = 0..

Sinn proportional zur Kraft, die die beiden Korper aneinander presst. Diese
Kraft ist die Normalkraft. Bewegt man jetzt den Korper parallel zu der Un-
terlage, so entsteht eine bremsende Kraft, die proportional zur Normalkraft
ist, aber parallel zur Oberflache zeigt, wiahrend die Normalkraft senkrecht zur
Oberflache zeigt.

Abb. 2.1.25 zeigt die Variation dieser Bremskraft fiir den Fall, da} wir
einen Korper mit einer kontinuierlich sich erhéhenden Kraft beginnen zu
ziehen. Im Bereich der Haftreibung erhoht sich die Bremskraft im gleichem
MafBle wir die ziehende externe Kraft. D.h. der Korper bleibt in Ruhe. Ab
einer Kraft F},,, kann die mikroskopische Verzahnung des Kérpers auf seiner
Unterlage die Zugkraft nicht mehr auffangen und der Ubergang zur Gleitrei-
bung findet statt. Die Bremskraft bei Gleitreibung ist generell kleiner als bei
Haftreibung. Diese Bremskraft bei Gleitreibung ist auch unabhéngig von der
Zugkraft und bleibt somit zeitlich konstant.

Gleitreibung und Haftreibung sind mit der Normalkraft iiber die Rei-
bungskoeffizienten p verkniipft:
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Fy
Fr F

A %F Z

Abbildung 2.1.24: Normalkraft.

Fpucatts F

Zugkraft* © R
FZugkraft
FR,Haften
I:R,Gleiten
|
I
Haftreibung Gleitreibung

Abbildung 2.1.25: Wir betrachten die bremsende Reibungskraft, wenn
wir an einem Schlitten mit einer kontinuierlich sich erhéhenden Kraft ziehen
Fzugkrafi- Ab einer Kraft F,q, geht die Haftreibung Fr g fen plotzlich in
Gleitreibung Fg gieiten iiber.

Fmax = ,UHFN (2187)
FGleitreibung = ,MGFN (2188)

Typische Werte fiir die Reibungskoeffizienten sind in Tabelle 2.1 gezeigt.
Betrachten wir jetzt noch einmal das Beispiel von dem Schlitten, aber
jetzt mit Haft- bzw-. Gleitreibung, wie in Abb. 2.1.26 illustriert. In y-

Richtung haben wir die Bilanz der Kriéfte zu:
Fny+sin®OF —mg =0 (2.1.89)

in z-Richtung ergibt sich mit der Bremskraft F

Fr=—pucFy (2.1.90)
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£, F
3 5
7 %r% 007777
FG

Abbildung 2.1.26: Schlitten mit Reibung.

Haftreibung ppy | Gleitreibung pg
Stahl auf Stahl 0.7 0.6
Glas auf Glas 0.9 0.4
Teflon auf Stahl 0.04 0.04
Gummi auf Beton 1.0 0.8

Tabelle 2.1: Einige Reibungskoeffizienten fiir Hatftreibung ppy und Glei-
treibung pg

der Ausdruck:

— peFn + cosOF = ma (2.1.91)

Aus diesen Gleichungen 148t sich jetzt die Beschleunigung des Schlittens
bei gegebener Kraft ' und Zugwinkel © bestimmen. Es gilt allerdings zu be-
achten, daf fiir das Losfahren zunéchst die Haftreibung iberwunden werden
mufl. D.h. wir miissen zunéchst py einsetzen. Der notwendige Winkel bei
konstanter Kraft ergibt sich dann aus dem Gleichgewicht mit a = 0.

Im Unterschied zur gleichméfigen Bewegung muf3 hier konstant eine Kraft
aufgebracht werden, um die ganze Zeit die Bremskraft auszugleichen.

Die Beschreibung der Reibung als Kraft, die porportional zur Normalkraft
ist, impliziert automatisch, dass diese Kraft nicht von der Auflagefliche des
Korpers abhéngt. Dies 148t sich auch anschaulich verstehen, wenn man sich
iiberlegt, dass die Reibung im mikroskopischen Sinne durch die Anziehungs-
krifte der Atome der beiden Korper untereinander verursacht wird. In erster
Naherung ist es anscheinend unerheblich, ob bei einer kleinen Flache, die
Kraft pro Fliache zwar grof ist dafiir aber die Anzahl von Atomen wegen der
kleinen Flache klein ist, oder ob bei einer groflen Fliche zwar viele Atome der
beiden Korper sich anziehen konnen, aber ihr Abstand wegen der geringeren
Kraft pro Flache grofler ist.

Eine andere prominente Form von Reibung ist der Luftwiderstand. Die-
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se Bremskraft ist der Bewegung entgegen gerichtet und skaliert quadratisch
mit der Geschwindigkeit v des Korpers.

F= %CpAzﬂ (2.1.92)

Mit einer Konstanten C' fiir das Medium (0.4..1.0), p der Dichte des Me-
diums und A der Querschnittsfliche des Objektes. Betrachten wir einen fal-
lenden Korper, der durch die Luftreibung gebremst wird. Die Bewegungsglei-
chung ist:

(2.1.93)

Lost man diese Differentialgleichung, so erkennt man, daf fiir kleine Ge-
schwindigkeiten die Geschwindigkeit zunéchst linear mit der Zeit ansteigt.
Fiir groBe Geschwindigkeiten néhert sich die Bewegung allerdings einer End-
geschwindigkeit, die sich aus:

1
0=mg— 50/)141}3 (2.1.94)
zu
2mg
e = 4] —= 2.1.95
Ve =1\ Gpa ( )
ergibt.

Schwere und trige Masse

Bislang haben wir die Masse fiir zwei unterschiedliche Dinge verwendet.
Zum einen nach dem Newton’schen Axiom als Proportionalitdtskonstante,
die die Kraft bestimmt, die zur Beschleunigung aufgewendet werden muf3
(trige Masse) und zum anderen als die Grofe, die in der Gravitationskraft
zum tragen kommt (schwere Masse). Diese beiden Massen, die trdge und
die schwere Masse, Myyqge UNd Mgepper milssen nicht per se gleich sein. Al-
lerdings hat man bislang noch keinen Unterschied festgestellt. Nach neue-
sten Experimenten sind beide Massen bis zu einer Genauigkeit von 1070
((Mitrage — Mschwer) | (Mirage + Mschwer)) gleich. Betrachten wir dazu zwei Ge-
dankenexperimente:

¢ Gedankenexperiment: Lift

Betrachten wir einen abgeschlossenen Kasten (=Lift) im Schwerefeld
der Erde in dem ein Gewicht an einer Feder héngt, wie in Abb. 2.1.27.
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Wir beobachten eine Auslenkung Az. Uber das Kriftegleichgewicht
mg = cAx konnen wir die Beschleunigung g berechnen. In einem zwei-
ten Fall befindet sich der Kasten in der Schwerelosigkeit. Seine Ge-
schwindigkeit erhoht sich aber fortlaufend mit v = gt. D.h. nach dem
zweiten Newton’schen Axiom wirkt auf das Federgewicht eine Beschleu-
nigung mg, die durch die Federkraft kompensiert wird. In beiden Féllen
beobachtet jemand in dem Kasten eine Beschleunigung ¢, kann aber
nicht entscheiden, ob diese Beschleunigung durch ein Schwerefeld oder
durch eine Beschleunigung des Kastens selber hervorgerufen wird. Fiir
diesen Beobachter erscheint die trége und die schwere Masse gleich.

ruhend im Schwerfeld \7 = —(j -1

beschleunigt

Abbildung 2.1.27: Schwere und trige Masse, Beispiel Lift.

Gedankenexperiment: Karussell

In dem zweiten Beispiel betrachten wir eine Gondel eines Kettenka-
russells. Auf die Gondel wirken zwei Kriéfte, die ein Beobachter in die-
ser Gondel wahrnimmt: zum einen die Zentrifugalkraft, die durch die
Tragheit des Korpers auf seiner Kreisbewegung verursacht wird und
zweitens die Schwerkraft, die durch die Masse des Korpers verursacht
wird. Nachdem auch die Tréagheit nach den Newton’schen Axiomen mit
der Masse verkniipft ist, konnte man hier zwischen triager und schwe-
rer Masse unterscheiden. Also eine Masse, die bei einer Beschleuni-
gung sichtbar wird und eine Masse, die bei der Gravitation sichtbar
wird. Bislang ist zwischen diesen beiden Massen noch kein Unterschied
festgestellt worden. Betrachtet man das Kréaftegleichgewicht des Ket-
tenkarussells, so ist die Auslenkung der Gondel ¥ gegeben durch:

2
tam ) = tracgeft0 (2.1.96)

Mschwered
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Abbildung 2.1.28: Schwere und trdge Masse, Beispiel Kettenkarussell.

Nachdem trédge und schwere Masse identisch sind, kiirzen sie sich her-
aus. Wire dem nicht so, so wiirde das Verh&ltnis m,qege/Mschwere VON
Korper zu Korper unterschiedlich sein. In diesem Fall wére die Auslen-
kung der Gondeln des Kettenkarussells je nach Korper unterschiedlich.

2.1.3 Arbeit und Energie

Mit den Newton’schen Axiomen lafit sich jetzt die Bewegung von Koérpern
unter dem Einfluss von dufleren Kréften beschreiben. Im folgenden wollen wir
zusitzlich die Begriffe Arbeit, kinetische und potentielle Energie definieren.

Arbeit und Leistung

Betrachten wir einen Korper, der einen Weg A7 in einem Kraftfeld F zuriick
legt. Ein Beispiel sei ein Wanderer auf dem Weg zum Berggipfel. Dazu muf
Arbeit verrichtet werden.

AW = F(P)A7 (2.1.97)

Die Arbeit ist positiv wenn die Energie des Massenpunktes zunimmt
und negativ wenn der Korper Energie abgibt. Beispiel ist die Bewegung mit
Riicken- bzw. Gegenwind. Im ersten Fall ist das Skalarprodukt aus Fdr po-
sitiv, wihrend es im zweiten Fall negativ wird. Bei Riickenwind nimmt der
Korper Energie auf, seine Geschwindigkeit erhoht sich. Bei Gegenwind gibt
der Korper Energie ab, seine Geschwindigkeit erniedrigt sich.

Die Arbeit 148t sich fiir beliebige Wege vom Ort P; zum Ort Py in der
Integralform schreiben als:
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Abbildung 2.1.29: Arbeit als Integral Kraft mal Weg.

P
W= [ Fdr (2.1.98)
P
Hierbei bezeichnen P; und P, Punkte in dem Kraftfeld (sieche Abb.
2.1.30); im Beispiel den Ausgangsort und den Gipfel unserer Wanderung.
Auf dem Weg zwischen diesen beiden Punkten (= Integral iiber eine Linie
zwischen P; und P,) muf eine Arbeit W verrichtet werden.

a

Abbildung 2.1.30: Wegunabhéngigkeit der Arbeit in konservativen Kraft-
feldern. Die Arbeit is auf den Wegen a,b und c gleich.

Die Einheit der Arbeit ist Nm=J mit J, dem Joule. Die geleistete Arbeit
pro Zeit bezeichnet man als Leistung mit der Definition:

AW
pP=""
dt

Die Einheit der Leistung ist Js™'=W mit W, der Einheit Watt. Leistung
und Kraft sind wie folgt verkniipft:

(2.1.99)

d [T~ . d [~df -
p=2| Far=2 | F%a = Fz 2.1.100
at )y " T @ ] a v ( )
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Fiir die Beschreibung der Arbeit lassen sich sog. konservativen Kraft-
feldern und nicht-konservative Kraftfelder unterscheiden.

e konservative Kraftfelder

Bei konservativen Kraftfeldern hiangt die Arbeit nicht vom Weg ab, der
zwischen den Punkten P; und P, genommen wird; im Beispiel ist es
egal welchen Weg der Wanderer nimmt, die Arbeit die er leisten muf
ist immer gleich.

Abbildung 2.1.31: Wegunabhingigkeit der Arbeit in konservativen Kraft-
feldern.

e nicht-konservative Kraftfelder

Ein Kraftfeld mufl nicht immer konservativ sein. Nimmt man zum Bei-
spiel an, dafl die Kraft abhéngt von der Geschwindigkeit, z.B. Luftwi-
derstand, so édndert sich die geleistete Arbeit zwischen den Punkten P;
und P, je nach gewéhlter Route.

Auf dem Weg von P nach P, bewegt sich der Kérper durch ein Kraftfeld.
Nach den Newton’schen Axiomen ist damit eine Anderung der Geschwindig-
keit verbunden geméf:

dv

F=m— 2.1.101
m ( )

Durch eine mathematische Umformung 1483t sich das Integral iiber den
Ortsraum in ein Integral iiber die Zeit und schliefflich in ein Integral iiber die
Geschwindigkeit umformen:

PZH
W = / Fdr

P
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~
= / m—vdt
t1
S I,
= m vclv:—mv2 SILLh (2.1.102)
IE’A ’
Xo X; X

Abbildung 2.1.32: Die Arbeit, die in einen Korper gesteckt wird entspricht
einer Zunahme der kinetischen Energie.

D.h. die Arbeit, die in dem Kraftfeld geleistet wird, ist verkniipft mit
einer Anderung der Geschwindigkeit des Korpers. Wir nennen den Ausdruck

Eyin = %va (2.1.103)

die kinetische Energie eines Korpers der Masse m und Geschwindigkeit

Energiesatz der Mechanik

Nachdem in einem konservativen Kraftfeld die geleistete Arbeit unabhéngig
vom Weg ist, kann sie nur noch abhéngen von der Wahl des Ausgangsortes
P, und des Endortes P,. Damit kann man diese Arbeit als Differenz einer
neuen Funktion E,, darstellen:

P
W= [ Fdi = Ep(P) — Eyu(Py) (2.1.104)

Py
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Die Funktion E,, nennt man die potentielle Energie. Die Arbeit, die
zwischen den Orten P; und P, geleistet wird, ist die Differenz der potentiellen
Energien. Wie der Weg verlauft ist unerheblich. Um fiir die Integration von
Gl. 2.1.98 einen mathematisch giinstigen Weg zu wihlen (der ja beliebig war),
nehmen wir einen Weg von Hohe 0 zu dem Berggipfel der Hohe h parallel zur
Richtung der Kraft (F - A7 = |F||r|, da F||¥) und dann auf gleicher Hohe h
von Py zu Py (F-A7=0,da F L 7):

h
W= / Fdi = — / mgdz = —mgh = Ep(0) — Epoi(h) (2.1.105)
0

Setzt man FE,,(0) = 0, so bekommt man schliefllich fiir die potentielle
Energie E,ut(h) = mgh. Wie wird jetzt bei der Bewegung des Korpers diese
Arbeit aufgebracht? Wir hatten die geleistete Arbeit auf dem Weg von P,
nach P, jetzt auf zwei Arten abgeleitet. Beide Formulierungen nach Glei-
chungen 2.1.105 und 2.1.102 lassen sich zusammenfassen zu:

1 1

Epot(P1) — Epot(P2) = §mv§ — §mvf (2.1.106)
oder
1 1,
Epot<P1) —+ §mvl = pot(PQ) -+ §mv2 =F (21107)

D.h. die Summe aus potentieller Energie und kinetischer Energie &ndert
sich nicht bei einer Bewegung von P, nach P,. Man bezeichnet diese Summe
als Gesamtenergie F, die eine Konstante der Bewegung in einem konserva-
tiven Kraftfeld ist. Diese Gesamtenergie ist eine Erhaltungsgrofie. Auf dem
Weg von P; nach P, wandelt sich nur potentielle in kinetische Energie um
(bzw. umgekehrt).

Im folgenden wollen wir drei Beispiele fiir die potentielle Energie betrach-
ten. Fiir die Berechnung der potentiellen Energie definiert man zunéchst
einen Punkt an dem diese gleich Null sein soll. Dann wird in geeigneter Wei-
se bis zu dem Punkt integriert an dem die potentielle Energie zu bestimmen
ist.

e potentielle Energie der Gravitation auf der Erdoberfliche

Wir integrieren von der Erdoberfliche zu einer Hohe h:

h
Epot = —/ —mgdz = mgh (2.1.108)
0
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E
. Ep:m.g.h p
h
E,=0
h
E,
1
E,==cx?
il b 2
T x
X
m E, r
r E, =M M 1
r «_2
M r

Abbildung 2.1.33: 3 Beispiele fiir potentielle Energie: Gravitation an der
Erdoberfliche, gespeicherte Energie einer Feder, Gravitation allgemein.

e potentielle Energie einer gespannten Feder

Wir integrieren vom Ruhepunkt x = 0 bis zu einer Auslenkung x:

v 1
Epor = —/ —cxdr = écﬁ (2.1.109)
0

e potentielle Energie der Gravitation, allgemein

Fiir das Gravitationsgesetz verwenden wir einen Punkt im Unendlichen,
an dem die Gravitation Null sein soll. Wir integrieren dann bis zu einem
Abstand 7:

By = — /OO —Gﬂ:éwdr _ —Gmiw (2.1.110)

Als Beispiel fiir die Anwendung des Energiesatzes der Mechanik, betrach-
ten wir einen Looping, wie er in Abb. 2.1.34 gezeigt ist. Wir stellen die Frage,
bei welcher Hohe h die Kugel starten muf, damit sie den ganzen Looping
durchlduft und nicht von der Bahn féllt.

Am hochsten Punkt des Loopings mufl die Kugel eine Minimalgeschwin-
digkeit haben, die ausreicht um auf Grund der Zentrifugalkraft die Schwer-
kraft auszugleichen. D.h. fiir den héchsten Punkt mufl gelten:
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,02

mg =m— (2.1.111)
Die Geschwindigkeit an diesem hochsten Punkt 148t sich aus der Ener-

gieerhaltung ableiten. Es gilt:

1 1
§mvf + mgh = Emvg +mg2R (2.1.112)

Fiir die potentielle Energie haben wir als Nullpunkt die untersten Punkt
des Loopings gewihlt. Bei der Bewegung der Kugel wird fortwéhrend kineti-
sche Energie in potentielle Energie umgewandelt und umgekehrt, die Summe
bleibt konstant. Am hoéchsten Punkt der Kurve, hat sich die potentielle Ener-
gie geméfB Abbildung 2.1.34 um mg(h — 2R) geéndert. Diese Energie steckt
jetzt in der Bewegungsenergie. Falls die Kugel in Ruhe startet (v; = 0) be-
kommen wir mit vy = v:

1
mg(h — 2R) = §m1)2 (2.1.113)

Abbildung 2.1.34: Energieerhaltung am Beispiel Looping.

Vergleichen wir die Gleichungen 2.1.111 und 2.1.113, so erhalten wir
schlieBlich als Bedingung fiir h':

h= gR (2.1.114)

Welchen Vorteil hat die Verwendung der potentiellen Energie fiir die Be-
schreibung eines Kraftfeldes. Dies sei am Beispiel der Gravitation illustriert.

'In dem Beispiel einer rollenden Kugel gilt diese Beziehung allerdings nicht, da
zusétzlich noch Energie in die Rotation der Kugel gesteckt werden muf. Das Beispiel
gilt nur fiir ein reibungsfreies Gleiten eines Gegenstandes.
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An jedem Punkt in einem beliebigen Gravitationsfeld wirkt eine Kraft de-
ren Richtung durch die Superposition der Gravitationswirkung der beteilig-
ten Korper bestimmt ist. D.h. fiir jeden Punkt im Raum brauchen wir drei
Komponenten des Kraftvektors. Die selbe Information 148t sich praktischer
in der Form eines skalaren Potentials speichern. Die Anderung der potenti-
ellen Energie bei einer Variation des Ortes um A7 = Azex + Aye, + Aze,
ist?:

_ 0E, 0E, 0E,
AE, = %AI + a9y Ay + % Az (2.1.115)

Gleichzeitig ist die Arbeit die auf dem Wegstiick Ar geleistet wird:

AW = FA7 = —AE, (2.1.116)

Nach der Definition der Beziehung zwischen Arbeit und potentieller Ener-
gie gilt immer AW = —AFE,. Das Skalarprodukt aus Kraft und Weg ist:

W = F,Az+ F,Ay+ F,Az (2.1.117)

Ein Vergleich der Gleichungen 2.1.115 und 2.1.117 zeigt:

) oF OFE
F,=-—-2 =-—= F,=-—2 2.1.118
ox Y dy 0z ( )
Dies 148t sich kompakt schreiben als :
F = —gradE, (2.1.119)

In dieser Schreibweise bezeichnet man die Kraft als den negativen Gra-
dienten der potentiellen Energie. Die Kraft ist die rdumliche Ableitung der
potentiellen Energie. Dies a3t sich wieder am Beispiel der Gravitation ver-
anschaulichen. Betrachten wir dazu eine Variation der potentiellen Energie
entsprechend einem ”Berghang”. Die rdumliche Ableitung an einem Ort ist
als die "Hangneigung” gegeben. Entsprechend wirkt in dieser Richtung die
Kraft auf einen Korper.

2Die Schreibweise O fiir die Ableitung wird als partielle Ableitung bezeichnet und
bringt zum Ausdruck, dafl hier explizit nur nach x,y bzw z abgeleitet wird. Es wird
nicht beriicksichtigt, dafl x selber noch von y abhingen konnte.
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2.1.4 Gravitation
Die Kepler’schen Gesetze

Diese Gesetze der Mechanik fanden ihre Bestétigung durch die Berechnung
der Bewegung der Planeten um die Sonne. Diese Bewegung wurde als erstes
quantitativ von Kepler erfasst, der die Beobachtungsdaten am genauesten
auswertete. Auf dieser Basis und dem Kopernikanischen Weltbild stellte er 3
Gesetze auf:

e 1. Gesetz
Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

o 2. Gesetz

Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fliachen, wie in Abb. 2.1.35 illustriert.

pu_

Abbildung 2.1.35: In gleichen Zeiten iiberfahrt der Fahrstrahl die gleichen
Fléchen.

e 3. Gesetz

Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten sich wie die
dritten Potenzen ihrer groflen Halbachsen zueinander.

¢ _ @
— = —= 2.1.120
7 a3 ( )

Aus dem zweiten Kepler’schen Gesetz 148t sich folgender Zusammenhang
ableiten. Betrachten wir dazu ein infinitesimales Dreieck der Flache dA, das
der Fahrstrahl in einer Zeit dt {iberstreicht. Die zuriickgelegte Strecke seit
ds = vdt Die Flache des Dreieck dA ist geméafs Abb. 2.1.36:

1 1
dA = §\r|\ds| sina = §\THU\dtsina (2.1.121)
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dA
ds = vdt

Abbildung 2.1.36: Ein Flichenelement dA wird in einer Zeit dt durchlau-
fen.

Auf der rechten Seite von GIl. 2.1.121 entsteht ein Ausdruck der dem

Kreuzprodukt der Vektoren 7 und ¢ entspricht. Dies ist in Vektorschreibweise:

% = % (7" x ¥) = const. (2.1.122)

Nachdem die iiberstrichene Flache dA pro Zeit dt zeitlich konstant bleibt

(dA/dt = const.), mufl auch der Ausdruck (7 x ¥) wahrend eines Umlaufes
zeitlich konstant bleiben. Man definiert dazu eine neue Grofie:

-

L=m(Fx0) (2.1.123)

als den Drehimpuls, der in zentralsymmetrischen Problemen zeitlich
konstant bleibt und damit eine Erhaltungsgrofle ist.

Newton hatte jetzt aus dem dritten Kepler’schen Gesetz sein Gravitati-
onsgesetz abgeleitet. Zunéchst sagte er, dal die Kraft zwischen Sonne und
Planeten immer in Richtung der Verbindungsgeraden zwischen beiden wir-
ken miisse. Zusétzlich sollte sie proportional (Proportionalitéitskonstante )
zu den Massen m; und mqy der beteiligten Korper sein, also

ﬁG’ravitation = GmPlanethOnnef<T) (21124)

wobei f(r) zundchst irgendeine Abhéngigkeit von r darstellt. Nach dem 1.
Newton’schen Axiom muf} auf die Planeten auf ihrer Umlaufbahn eine Kraft
wirken, da sie nicht einer gradlinige Bewegung folgen. Diese Zentripetalkraft
ist:

FZent'ripetal = mPlanetWQR (21125)

mit w? der Umlauffrequenz und R dem Abstand Planet Sonne. Diese
Zentripetalkraft ist im Bezugssystem des Planeten die nach auflen gerichtete
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Zentrifugalkraft, die im Gleichgewicht mit der Gravitationskraft der Sonne
(siehe Abb. 2.1.37) steht. Somit gilt:
GmPlanethonnef<T) = mPlanetWQR (21126)

Nach dem dritten Kepler'schen Gesetz gilt fiir die Umlaufzeit 7"

T* x R (2.1.127)

Mit der Umlauffrequenz w o % ist w? o %. Damit wird:

1
GmPlanethonnef(R) X mPlanetﬁR (21128)

In dieser Gleichung befinden sich bis auf R nur noch Konstanten. D.h.
die Abhéngigkeit f(R) auf der linken Seite mufl durch die Abhéngigkeit von
R auf der rechten Seite gegeben sein. Man bekommt somit als Losung:

FR) = 2

Aus dieser Schlussfolgerung hat Newton schlieffilich sein Gravitations-
gesetz fiir die Bewegung der Planeten formuliert:

(2.1.129)

= mMSonne r

F(7) = -G (2.1.130)

r2 r
Dieses Gesetz gilt allerdings nicht nur fiir die Planetenbewegung sondern

ganz allgemein fiir die Gravitationswirkung zweier Massen untereinander.
Allgemein gilt somit fiir zwei Massen m; und ms im Abstand 7:

mime 77‘

F(f) = -G

(2.1.131)

rz r

Die Schwerkraft auf der Erde auf der Erdoberflache 148t sich mit Hilfe
dieses Gesetztes verkiirzt darstellen als:

_, Mgrage T Mgrge T -
F(7) = _sz_Edf = —m G T —mg (2.1.132)
TErde T TBrde T
—

=7
D.h. die Erdbeschleunigung entspricht der Nédherung des Gravitations-
gesetz am Ort der Erdoberfliche. Die Gravitationskonstante 148t sich auch
experimentell mit einer sog. Gravitationswaage messen. Hierbei werden
zwei Testmassen an einem Torsionsfaden aufgehéngt. Bringt man in die Néhe
dieser Massen weitere grofle Massen, so wird der Faden durch die Anziehung
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Zentrifugal

1 —
/ I:Gravitatio.n_I:Zentripetal

Abbildung 2.1.37: Das Gleichgewicht zwischen Gravitationskraft und Zen-
trifugalkraft bestimmt die Umlaufbahn der Planeten.

der Massen verdrillt. Diese Verdrillung wird iiber einen Laser und ein klei-
nen Spiegel an dem Torsionsfaden sichtbar gemacht. Dies ist in Abb. 2.1.38

illustriert.

Gravitation bei ausgedehnten Korpern

Das Newton’sche Gravitationsgesetz betrachtet zwei Massen in einem Ab-
stand zueinander. Im Falle von zwei ausgedehnten Korpern mufl man die
Massenanziehung aller Volumenelemente aufaddieren um die Gravitation die-
ser beiden Koérper zu bestimmen. Allerdings kann die Berechnung stark ver-
einfacht werden, wenn man Newtons Kugelschalentheorem verwendet:

e Befindet sich ein Korper auflerhalb einer Kugelschale mit
Masse M, so verspiirt er eine Gravitationswirkung als sei
diese Masse M im Zentrum der Kugelschale lokalisiert.

e Befindet sich ein Koérper innerhalb einer Kugelschale mit

Masse M, so mittelt sich die Gravitationswirkung der Ku-
gelschale heraus und er befindet sich im Inneren in einem

krdftefreien Zustand.
Dieses Theorem wollen wir im folgenden beweisen. Betrachten wir dazu

ein Koordinatensystem, wie es in Abb. 2.1.39 aufgespannt ist. Die Kugelscha-
le habe einen Radius a und eine Dicke da. Daraus schneiden wir eine Scheibe
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von vorne von oben

Laser

Detektor

Abbildung 2.1.38: Bei einer Gravitationswaage wird die Massenanziehung
iiber die Verdrillung eines diinnen Fadens sichtbar gemacht. An diesem Fa-
den ist ein Spiegel befestigt iiber den ein Laserstrahl abgelenkt wird. Dies
macht kleinste Anderungen sichtbar.

mit dem Radius y und der Dicke dx heraus. Diese Dicke dx ergibt auf der
Kugeloberflache einen Ring der Breite ds. Die Masse dM dieses Ringes ist:

dM = 2mypdsda (2.1.133)

mit dr = dssind und y = asin? (sieche Abb.2.1.39) kann man dies aus-
driicken als:

dM = 2mwapdzda (2.1.134)

Der Beitrag dE, zur potentiellen Energie E,, einer kleiner Masse m am
Ort P im Abstand r von diesem Ring ist:

mdM
r

dEpy = —G (2.1.135)

Wir addieren die potentielle Energie aller ausgeschnitten Ringe durch
Integration iiber x und erhalten den Ausdruck:
¢ dx
E, ot = —2mpGmada — (2.1.136)
Die Integration in dx lafit sich in eine Integration iiber dr umwandeln
via 7?2 = y> + (R — x)? und rdr = —Rdx mit R dem Abstand von P zum
Kugelmittelpunkt. Je nach Lage des Ortes P bekommen wir unterschiedliche
Ergebnisse fiir dieses Integral.
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Abbildung 2.1.39: Gravitationswirkung einer Kugelschale der Dicke da
und Radius a.

e P auflerhalb

2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES

Falls der Ort aulerhalb der Kugelschale liegt, miissen wir von r = R+a
bis r = R — a integrieren und bekommen:

2 d R—a

By = 22200 dr (2.1.137)

P R
r=R+a

—2a

mit M = 4mwa?dap ergibt sich:

Bt = oMM (2.1.138)
R
Man sieht, da die potentielle Energie einer Masse m am Ort P im
Schwerefeld einer Kugelschale nur von der Masse M und dem Abstand
zum Kugelmittelpunkt R abhéngt. D.h. die Gravitationswirkung ist
identisch mit einer punktformigen Masse M die im Kugelmittelpunkt
lokalisiert ist!

Dies vereinfacht die Berechnung der Gravitation zwischen ausgedehnten
Korpern sehr stark. Fiir die Bewegung ist in der Tat ausreichend einfach
Massenpunkte mit unterschiedlichen Massen zu betrachten.

e P innerhalb
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Betrachten wir jetzt einen Punkt P innerhalb der Kugelschale. Dadurch
andern sich die Integrationsgrenzen und wir bekommen:

2 d r=a—R
By = MG/ dr (2.1.139)
R r=R+a

—2R

mit M = 4ma’dap ergibt sich:

mM

Epot = -G

= const. (2.1.140)
a

Man sieht, dal die potentielle Energie im Innern der Kugel konstant
ist. Nachdem F' = —gradFE),, und E,,=const. gilt, ist ein Koérper im
Innern der Kugel krdiftefrei. Dort heben sich alle Gravitationskréfte
aller Kugelschalenelemente untereinander weg.

F = —gradE, =0 (2.1.141)

Im folgenden wollen wir das Kugelschalentheorem auf die Gravitation im
Innern der Erde anwenden. Betrachten wir dazu die Kraft auf eine Masse m
im Innern der Erde (Radius Rg, Masse M) mit Abstand R zum Zentrum:

Fo—gm oyt (2.1.142)
=-G=M—7r 1.
R?> " R%,

Fiir die Berechnung der Kraft diirfen wir nur die Masse innerhalb einer
gedachten Kugel mit Radius R verwenden. D.h der Anteil der Gesamtmasse
ist dabei Mgyger = M g;;. Damit ergibt sich im Innern eine Kraft, die linear

E
vom Erdmittelpunkt aus zunimmt.

F = —G—MR7 (2.1.143)
Ry

Auflerhalb der Erde ergibt sich das bekannte Gravitationsgesetz mit:

- mM .

F=-G o (2.1.144)

Integrieren wir diesen Verlauf der Kraft von oo bis zum Ort R, so erhalten
wir die potentielle Energie, wie in Abb. 2.1.40 veranschaulicht. D.h im Innern

nimmt die potentielle Energie quadratisch mit dem Abstand zum Mittelpunkt
Zu.
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2.1. MECHANIK EINES MASSENPUNKTES

pot 4

o« —R

v

E, 1

Abbildung 2.1.40: Gravitationskraft auf und potentielle Energie von einer
Masse m im Abstand R vom Mittelpunkt der Erde.
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2.2 Systeme von Massenpunkten

Im folgenden wollen wir keinen isolierten Massenpunkt betrachten auf den
eine Kraft wirkt, sondern ein System von Teilchen, das in Wechselwirkung
zueinander tritt.

2.2.1 Schwerpunkt

Definieren wir zunédchst den sog. Schwerpunkt eines Systems von Teilchen.
Dazu gewichten wir die einzelnen Orte mit den jeweiligen Massen und erhal-
ten bei zwei Teilchen den Schwerpunkt geméafl Abb. 2.2.1 bei:

pe=—12 g (2.2.1)
my + mo
y
d
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, / -
} o
ml XS m2 X

Abbildung 2.2.1: Definition Schwerpunkt in einem Teilchensystem beste-
hend aus zwei Teilchen.

Im allgemeinen erhalten wir bei diskreten Massenpunkten den Ausdruck.

_ My 4 Mels + MaTy + Maly + .. izmx (2.2.2)
my + My + My +mg + ... M & -

mit M = ). m,. Fiir eine beliebige Dichteverteilung im Ortsraum be-
kommen wir:

1
Ty = M/J;dm (2.2.3)
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2.2.2 Kraft und Impuls

Wie verhélt sich ein System von Teilchen unter dem Einfluss von dufleren
Kréften? Stellen wir uns zwei Teilchen vor, die untereinander in Wechsel-
wirkung stehen, wie zum Beispiel bei einem Stoiprozefl harter Kugeln. Es
besteht die Behauptung, dafl die d&uleren Kréfte F,¢; einer Beschleunigung
der Gesamtmasse M, bzw. des Schwerpunktes entsprechen. Betrachten wir
zunéchst zwei Korper. Der Ort des Schwerpunktes ist:

MFS = m1771 + mgfg (224)

Die erste Ableitung liefert die Geschwindigkeit des Schwerpunktes zu:

Mﬁs = mlﬁl + mgﬁg (225)

T
3@
*
*

m m,

Vor dem Stof3 Nach dem StoR

Abbildung 2.2.2: Beim Stofl zweier Teilchen bleibt die Schwerpunktsge-
schwindigkeit gleich.

Noch eine weitere zeitliche Ableitung liefert die Beschleunigung des
Schwerpunktes. Auf der rechten Seite stehen die Kréfte die auf die beiden
Massenpunkte wirken.

M&’S = mlc_il + mgag = ﬁl + F_:Q (226)

Falls es keine dufleren Krafte gibt mufl nach dem dritten Newton’schen
Axiom gelten ﬁl = —ﬁg. D.h. Md, = 0. D.h. in einem isolierten System
(ohne duBere Krifte) ist die Beschleunigung des Schwerpunkte gleich Null.
Dies ist in Abb. 2.2.2 verdeutlicht, bei dem zwei Korper miteinander stoflen
und geméf der Impuls- und Energieerhaltung ihre Geschwindigkeiten &ndern.
Der Schwerpunkt selber bewegt sich allerdings gleichformig weiter.

Mit einer dufleren Kraft, beobachtet man eine entsprechende Beschleuni-
gung des Schwerpunktes unseres Teilchensystems. Als Beispiel dient hier eine
Silvesterrakete. Durch die Explosion zerfallt diese in viele kleine Teile, fiir die
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allerdings alle actio=reactio gilt. Die Rakete ist ein abgeschlossenes System
und die Bewegung des Schwerpunktes dndert sich nicht durch die Explosion!

Analog zu der dufleren Kraft betrachten wir den Impuls eines Teilchen-
systems. Fiir jedes Teilchen ist der Impuls definiert als:

7=mi (2.2.7)

bzw. fiir zwei Teilchen:

p=Dpi+p2 (2.2.8)

mit Mvy = mqiv; + mots ergibt sich

7= M7, (2.2.9)

d.h. der Gesamtimpuls ist Gesamtmasse mal Schwerpunktsgeschwindig-
keit in unserem Teilchensystem. Die Anderung des Gesamtimpulses ist die
duBere Kraft:

W 0% e, - F
% = E = Qs = Lleff (2210)

Auch hier gilt, falls keine duflere Kraft wirkt, dafl die zeitliche Ableitung
des Gesamtimpulses gleich Null ist. Der Gesamtimpuls ist eine Konstante
der Teilchenbewegungen. Man spricht von Impulserhaltung. Diese Impul-
serhaltung wollen wir am Beispiel einer Rakete, wie in Abb. 2.2.3 illustriert.

Eine Rakete stofit Treibstoff aus, der Gesamtimpuls bleibt allerdings er-
halten. Vor dem Ausstoflen des Treibstoffs hat die Rakete eine Masse M und
eine Geschwindigkeit v. Nach dem Ausstoflen eines Massenelements dM hat
sich die Geschwindigkeit auf v + dv erhéht. Das ausgestolene Massenelement
selbst bewegt sich mit der Geschwindigkeit u, die etwas langsamer als v + dv
ist. Die Impulsbilanz vor und nach dem Ausstoflen des Treibstoffs ist:

v
M — dMm M —dM
D_, V+dv
u

Abbildung 2.2.3: Beispiel: Beschleunigung einer Rakete.
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Mv =dMu+ (M — dM)(v + dv) (2.2.11)

Wir fithren die AustoBgeschwindigkeit als die Relativgeschwindigkeit v,.¢;
gegeben durch die Differenz von u und v + dv ein:

u— (V4 dv) = Uy (2.2.12)

Nachdem u kleiner ist als v + dv ist v, hier zunéchst eine negative Zahl.
Wir erhalten den Ausdruck:

Mv = dM (vpe; +v + dv) + (M — dM)(v + dv) (2.2.13)

der sich vereinfacht zu:

0=dMuv,q + Mdv (2.2.14)

Wir teilen beide Seiten durch dt und bekommen Frgiete. An dieser Stelle
gilt es allerdings zu beachten, dafl wir als Massenelemente dM in gleichwerti-
ger Weise, die Anderung der Raketenmasse als auch die Anderung der ausge-
stolenen Gasmasse benutzt haben. Dies ist zuléssig, da dMges = dMRakete-
Allerdings ist die zeitliche Anderung unterschiedlich, da die Masse des aus-
gestoflenen Gases zunimmt und die der Rakete abnimmt, d.h. d]\{l% =
—%. Demzufolge miissen wir bei der Division von Gl. 2.2.14 durch dt
die Vorzeichen genau beachten: falls wir als dM grundsétzlich die Masse der

Rakete definieren und v, als positive Geschwindigkeit, bekommen wir fiir

FRakete:
dM dv
— ——Vre; = M — = Frukete 2.2.1
g Urel 7 Raket ( 5)
Die Gleichung
dM dv
- — = M— 2.2.1
dat dt (22.16)

setzt den Treibstoffverbrauch % mal Ausstromgeschwindigkeit in Bezug
zur Beschleunigungskraft M %. Die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von
der Massendnderung 148t sich aus der Differentialgleichung 2.2.14

dM

dv = _Urelﬁ (2217)
l6sen. Durch Integration bekommen wir
v2 Mo dM M,
dv = —Upel——— = —Upe IN —= 2.2.18
/U 1 v /M 1 Urel 7 Uyt I L ( )
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als Endergebnis:

My
— V] = —Upg In — 2.2.19
Vo (1 Vrel an ( )

D.h. die Endgeschwindigkeit hédngt logarithmisch von dem Verhéaltnis aus
Anfangsmasse M; und Endmasse M, ab (Nachdem gilt My < M; ist der
Logarithmus negativ).

2.2.3 Stof3prozesse

Im folgenden wollen wir StofSprozesse ndher untersuchen. Betrachten wir dazu
zwei Korper A und B, die miteinander stoflen und dabei Energie und Impuls
austauschen (siehe Abb. 2.2.4). Nach dem Stof§ wird der Kérper A um den
Winkel © abgelenkt, wihrend der Kérper B unter einem Winkel 9 angestoflen
wird. Fiir diese StofSprozesse gelten mehrere Erhaltungssétze:

Erhaltungssitze

Betrachten wir den Impuls vor (ungestrichene Grofien) und nach dem Stof-
prozeB (gestrichene Groflen). Nachdem wir ein isoliertes System betrachten
und somit keine dufleren Kréfte wirken, ist die Summe der Impulse vor und
nach dem Stof3 identisch. Die Impulserhaltung lautet:

PL+ Do = Pl + Py (2.2.20)

Die Impulserhaltung in einem geschlossenen System gilt grundsétzlich.

Abbildung 2.2.4: Stofl zwischen zwei Teilchen. B ruht vor dem Stof.

Fiir die kinetische Energie vor und nach dem Stofl kénnen wir folgende
Bilanz aufstellen. Hierbei betrachten wir die Teilchen vor dem Stofl unendlich
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voneinander entfernt, d.h. die potentielle Energie der Wechselwirkung sei

Null. Diese Energieerhaltung ergibt:

1 1 1 1
§mlvf + §m21)§ = Emlv’f + §mv'; - Q (2.2.21)

Der Wert fiir () entscheidet unterschiedliche Arten von StofSprozessen:

o () =0, elastische Stofle

Falls @ = 0 gilt, handelt es sich um elastische Stoe. D.h. die kinetische
Energie in dem Stoflprozef§ ist eine Erhaltungsgrofe.

@ < 0, inelastische Stofle

Falls @ < 0 gilt, handelt es sich um inelastische StoBle. D.h. die ki-
netische Energie nach dem Stofiproze ist kleiner als vor dem Stof.
Ein Teil der Bewegungsenergie wird bei einem inelastischen Stof§ in in-
terne Anregung der StoBpartner umgewandelt. Zum Beispiel kénnen
bei einem StofiprozeB von zwei Molekiilen, diese in Schwingung oder
Rotation versetzt werden. Beides entspricht inneren Anregungen der
StoBpartner.

@ > 0, superelastische Stofle

Falls @ > 0 gilt, handelt es sich um superelastische Stéfle. D.h. die ki-
netische Energie nach dem Stoflprozef} ist grdfier als vor dem Stoff. Ein
Teil der internen Anregung der StoBpartner wird bei einem superela-
stischen Stofl in Bewegungsenergie umgewandelt. Zum Beispiel konnen
bei einem Stoflprozefl von zwei Molekiilen, die sich in Schwingung oder
Rotation befinden, sich die Molekiile nach dem Stof3 schneller bewegen.
Dafiir schwingen bzw. rotieren sie dann nicht mehr.

Fiir diese Betrachtung von Stofprozessen ist wichtig, daf3 die Impulser-
haltung smmer gilt, wihrend die Erhaltung der kinetischen Energie nur bei

elastischen Stolen giiltig ist.

Schlielich haben wir noch die Drehimpulserhaltung in einem System,
in dem keine dufleren Krifte wirken. Der Gesamtdrehimpuls bei zwei Teilchen

ist gegeben als (siehe Abb. 2.2.5):

=

L= Fl X p_i + FQ X ﬁg (2222)
Die Anderung des Drehimpulses mit der Zeit ist:
dL _ (. dpi\ | (- _ di
— = — — 2.2.2
dt (Tlxdt)Jr(T?th) (22.23)
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Die Terme (dit X ﬁ) fallen weg, da das Kreuzprodukt aus Zeitableitung

von 7 und p' Null ist (wegen % = #||j' = m). Dies 148t sich schreiben als:
dL , ;
o (771 X F1> + (772 X FQ) (2.2.24)

Die Ausdriicke auf der rechten Seite entsprechen einem Drehmoment.
Dieses Drehmoment ist definiert als:

D=7xF (2.2.25)

i

;%o

Rl

Jﬁz

Va

Abbildung 2.2.5: Fiir die Bewegung eines Teilchens 148t sich immer ein
Drehimpuls beziiglich eines Punktes definieren: Ly = #; X p;. In einem ab-
geschloflenen System ist der Gesamtdrehimpuls eine Erhaltungsgrofie.

Hat man ein System aus zwei Koérpern, die in Wechselwirkung zueinander
stehen muf} gelten F; = —F;. Dadurch vereinfacht sich Gl. 2.2.24 zu:

dL
dt
Nachdem (75 — ) gleich dem Verbindungsvektor zwischen den beiden

Massenpunkten entspricht ist der Vektor F parallel zu (7 — 7)) und das
Kreuzprodukt wird Null. D.h. in einem abgeschlossenen System muf} gelten:

= (7, — 1) x B (2.2.26)

% =0 L= const. (2.2.27)

D.h. der Gesamtdrehimpuls in einem Teilchensystem bleibt konstant und

ist Erhaltungsgrofie. Wiahrend die Erhaltung des Gesamtimpulses ein Aus-

druck fiir die gleichférmige Translation des Schwerpunktes ist, ist die Er-

haltung des Drehimpulses ein Ausdruck fiir die gleichférmige Rotation eines
Systems von Massenpunkten um den Schwerpunkt.
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Beispiele fiir Stof3prozesse

Betrachten wir als Illustration fiir die Anwendung der Erhaltungssétze das
eindimensionale Beispiel von zwei Wagen, wobei der Wagen 1 (Geschwindig-
keit v;) auf den ruhenden Wagen 2 auffihrt. Wir wollen drei Fille unter-
scheiden, die Stofle seien jeweils elastisch. Nach dem Stofl hat der Wagen 1
die Geschwindigkeit v} und der Wagen 2, v5. Die Groen vor und nach dem
Stof} sind jeweils ungestrichen und gestrichen.

e Beide Wagen gleich schwer

Zunéchst gelten im eindimensionalen Impuls- und Energieerhaltung:

v = v+ vy (2.2.28)
v o= V40 (2.2.29)

Aus der Impulserhaltung bekommen wir v] = v; — vj. Eingesetzt in die
Energieerhaltung ergibt sich:

v} = (v = v))" + 05 = v} = 2010/ + 05 + 0 (2.2.30)

bzw.

0= —2u0), + 20 (2.2.31)

Als Endergebnis bekommt man die Geschwindigkeiten nach dem Stof3
zu:

vh=v; v;=0 (2.2.32)

D.h. der erste Wagen bleibt stehen, wihrend der zweite Wagen mit der
Geschwindigkeit des ersten Wagens weiterlauft.

e Wagen 2 doppelt so schwer wie Wagen 1

Zunéchst gelten im eindimensionalen Impuls- und Energieerhaltung:

vy = v+ 2v (2.2.33)
v o= i+ (2.2.34)
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Aus der Impulserhaltung bekommen wir v} = v; — 2v). Eingesetzt in
die Energieerhaltung ergibt sich:

v} = (v — 205)° + 205 = 0] — dop/s + W' + 207 (2.2.35)

bzw.

0 = —duvy vty + 60/ (2.2.36)

Als Endergebnis bekommt man die Geschwindigkeiten nach dem Stof3
Zu:

2 1
Ué = g’l)l Ui = —51)1 (2237)

D.h. der erste Wagen kommt mit einem Drittel der Geschwindigkeit
zuriick, wihrend der zweite Wagen mit zwei Drittel der Geschwindigkeit
des ersten Wagens weiterlauft.

e Wagen 1 doppelt so schwer wie Wagen 2

Zunichst gelten im eindimensionalen Impuls- und Energieerhaltung:
200 = 20 4 v (2.2.38)
= W4+ (2.2.39)

Aus der Impulserhaltung bekommen wir vf = v; — 3v}. Eingesetzt in
die Energieerhaltung ergibt sich:

1\ 1
20} =2 (vl — §v§> +0u'2 =2 (v% — v’y + Zv’g) +u's(2.2.40)

bzw.

3
0= —2v0}, + §v’§ (2.2.41)

Als Endergebnis bekommt man die Geschwindigkeiten nach dem Stof3
Zu:
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4 1
— 1=z 2.2.42
vy = gl v =3u ( )
D.h. der erste Wagen fahrt mit einem Drittel der Geschwindigkeit wei-
ter, wihrend der zweite leichtere Wagen mit vier Drittel der Geschwin-

digkeit des ersten Wagens davon lauft.

zentraler, elastischer Stof

Betrachten wir einen zentralen Stofl im Laborsystem, bei dem der Stof3-
partner 2 sich zundchst in Ruhe befindet (v, = 0). Fiir die Impuls- und
Energiebilanz bekommen wir:

miv1 + Moy = mlv/l -+ mQ'UIQ (2243)
1 1 1
émlvf + §m2’l}% = 577111)/? + EmQ/U,; (2244)

Daraus lassen sich die Geschwindigkeiten nach dem Stofl ausrechnen
mit:

, mi; — My , 2my
V1= ———U Vo=

= — (2.2.45)
mi + mo my + Mo

Die iibertragene Energie AFE ist die Bewegung des Korpers 2 nach dem
Stof. Man bekommt:

e ey TR B (2.2.46)
(m1 + mz) (m1 -+ m2)

Dieser Energieiibertrag wird maximal, wenn die Massen der beiden
StoBpartner gleich ist!

zentraler, inelastischer Stof3

Betrachten wir denselben Stof}, diesmal aber als komplett inelastischen
Fall, d.h. beide Stofpartner verbinden sich beim Stof und fliegen als
gemeinsamer Korper weiter (siehe Abb. 2.2.6). Die Schwerpunktsge-
schwindigkeit bleibt wegen der Allgemeingiiltigkeit der Impulserhal-
tung bestehen. D.h. man bekommt:

5, = VL mavy (2.2.47)

mi1 +mao
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Die Differenz der kinetischen Energie nach dem Stofl und vor dem Stof3
ist gegeben als @):

1 1
Q = 5 (my+ma)vg = 5 (mavy +mavy) (2.2.48)
bzw.
1 Mo 2 1 2
=57 T — =—= 2.2.49
Q 9 (ml + m2> (/Ul U?) 2luv12 ( )

Man erkennt, dafl die Relativenergie als die kinetische Energie im
Schwerpunktsystem umgewandelt wird in innere Energie (). Nach dem
Stof} ist die Relativgeschwindigkeit gleich Null.

7
@ — 0 o0

m;V, m,V, (ml + mz)'vs
Abbildung 2.2.6: Komplett inelastischer Stof.

Als Beispiel fiir die Anwendung des komplett inelastischen Stofles sei
das ballistische Pendel genannt (sieche Abb. 2.2.7). Hier trifft ein Ge-
schof3 der Masse m und Geschwindigkeit v auf eine schwere Masse M
und bleibt dort stecken. Diese schwere Masse ist als Pendel aufgehéngt.
Die Bewegungsenergie des Geschosses iibertréigt sich nach der Impul-
serhaltung auf die Bewegungsenergie des schweren Korpers (Geschwin-
digkeit V). D.h. die Impulsbilanz lautet:

mv = (m+ M)V (2.2.50)

Die kinetische Energie des schweren Korpers fithrt zu einer Auslenkung
des Pendels, das gegen die Schwerkraft Arbeit verrichten kann. Die ki-
netische Energie des Korpers wird in potentielle Energie umgewandelt.
D.h. am Umkehrpunkt des Pendels muf gelten (siehe Abb. 2.2.7):

%(m + M)V? = (m + M)gh (2:2.51)
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wenn h die Hohe der Pendelauslenkung im Umkehrpunkt bezeichnet.
Aus dieser Impuls- und Energiebilanz 148t sich die Geschwindigkeit des
Geschosses v bestimmen zu:

o— 1 l-___7é/_ ________
m. v

Abbildung 2.2.7: Ballistisches Pendel.

M
v=""2 o (2.2.52)
m

Bevor es explizite Moglichkeiten gab die Geschwindigkeit schneller
Korper zu messen (z.B. Lichtschranken), war das ballistische Pendel ei-
ne sehr gebrauchliche Methode. Durch das Verhéltnis der Massen wurde
eine sehr hohe Geschwindigkeit v in eine sehr langsame Geschwindigkeit
V' herunter transformiert.

2.2.4 Streuung
Schwerpunkt- und Laborsystem

Fiir die Beschreibung von Streuung ist es zweckméfig ein Bezugssystem zu
wéhlen, dessen Schwerpunkt in Ruhe bleibt. Nachdem Stofiprozesse in ei-
nem isolierten System die gleichférmige Bewegung des Schwerpunktes nicht
dndern verwendet man ein ausgezeichnetes Bezugssystem, das sich mit dem
Schwerpunkt gleichférmig mit bewegt, das Schwerpunktsystem. Dies 143t
sich aus einem Stofiprozefl im Laborsystem konstruieren indem man von je-
dem Geschwindigkeitsvektor den Vektor der Schwerpunktsgeschwindigkeit
abzieht, wie in Abb. 2.2.8 illustriert. Man erkennt, dafl vor aber auch nach
dem Stof, die Teilchen sich kollinear zueinander bewegen und nur ein einziger
Streuwinkel den Stofiprozefl beschreibt. Der Impuls vor und nach dem Stof
im Schwerpunktsystem ist gleich 0, da der Schwerpunkt sich ja nicht bewegt!
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Laborsystem SP-System

Abbildung 2.2.8: Ubergang vom Labor- ins Schwerpunktsystem.

Die kinetische Energie im Schwerpunktsystem 148t sich berechnen, wenn
man die Geschwindigkeiten durch den entsprechend verschobenen Vektor
U1s = U1 — Us ersetzt:

1
(mlvi + mgvgs) + £m11715 + WQUQSZUS + = (ml + mg) U? (2.2.53)

Ekzin = 9

DO | —

~~
=0

Wegen der Impulserhaltung im Schwerpunktsystem féllt der mittlere
Term weg und man bekommt schlieSlich zwei Anteile der kinetischen Energie:
die Bewegung der einzelnen Massenpunkte und die Bewegung des Schwer-
punktes selbst.

1
Evin = Epins + §MU§ (2.2.54)

Betrachten wir jetzt die Kréifte die in einem Stofiprozefl wirken.

A, Fys dv,  Fy

-t _ T — == 2.2.55

dt mq dt mo ( )
mit dem dritten Newton’ schen Axiom gegeben als ﬁIQ = —ﬁgl ergibt

sich:

d 1 1\ =

— (=)= —+— | F 2.2.56

dt (Ul ,02) <m1 + mg) 12 ( )

Wir definieren die Relativgeschwindigkeit der beiden Teilchen als v, =
(U — ).
d1712 mi +meo =

= F 2.2.57
dt mqime 12 ( )
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bzw.

Flg=—1"2 218 (2.2.58)

Dies 1483t sich als Bewegungsgleichung eines einzigen Teilchens darstellen,
wenn wir mit p die sog. reduzierte Masse einfithren. Man bekommt:

Fiy = (2.2.59)

dt

D.h. die Bewegung zweier Korper a3t sich formal als die Bewegung eines
einzigen Korpers mit der reduzierten Masse p und der Relativgeschwindigkeit
U12 l6sen. Die kinetische Energie in dieser Beschreibungsform ist

1 1
Eyinls = Z §mivi23 — §MU§ (2.2.60)

Mit v, = % >, m;v;s ergibt sich:

1
Einls = 5 10Ty (2.2.61)
D.h. die kinetische Energie im Schwerpunktsystem ist formal durch die
Bewegung der reduzierten Masse mit der Relativgeschwindigkeit charakteri-

siert.

Das Streuproblem

Was lernt man jetzt aus Experimenten an denen zwei Teilchen aneinander ge-
streut werden? Betrachten wir dazu noch einmal die Streuung zweier Teilchen
im Schwerpunktsystem. Es herrsche zum Beispiel eine abstoflende Wechsel-
wirkung und die Trajektorien der einzelnen Teilchen sehen wie in Abb. 2.2.9
aus.

Wie fiir jeden elastischen Streuprozefl gelten Energie- und Impulserhal-
tung. Diese Erhaltungssitze betrachten aber nur die Situation vor- und nach
dem Stof}; bei dem die Teilchen unendlich voneinander entfernt sind. Die
genaue Trajektorie bei dem Stof selber entscheidet aber, wie grofl die Wahr-
scheinlichkeit ist, dafl ein Teilchen genau in eine bestimmte Richtung gestreut
wird. Die Grofle nach der in dieser Situation die Trajektorien unterschieden
werden konnen ist der sogenannte Stoflparameter b (siche Abb. 2.2.7).
Je kleiner der Stoflparameter, desto naher kommen sich die Teilchen, wie in

79 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.2. SYSTEME VON MASSENPUNKTEN KAPITEL 2. MECHANIK

Abbildung 2.2.9: Streuung im Schwerpunktsystem.

Abbildung 2.2.10: Typische Trajektorien in einem repulsiven Potential in
Abhéngigkeit vom Stoflparameter.

Abb. 2.2.10 illustriert. Fiir kleine StofSparameter erfolgen in einem repulsiven
Potential grofle Ablenkwinkel.

Den Zusammenhang zwischen Stoparameter und Ablenkwinkel wollen
wir an einem einfachen und einem komplizierten Beispiel analysieren:

e Stof3 harter Kugeln

Betrachten wir zunéchst den Stofl zweier harter Kugeln. Dazu betrach-
ten wir die Geometrie wie in Abb. 2.2.9 gezeigt. Aus der Zeichnung
konnen wir ablesen, daf$ fiir den Fall mo > my gelten muf:

b= (ry+mry)cosa (2.2.62)

Falls die Massen m; und my vergleichbar sind, wiirde man zunéchst in
das Schwerpunktsystem transformieren, dort den Zusammenhang zwi-
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schen Stofiparameter und Ablenkwinkel bestimmen und danach diese
Abhéngigkeit wieder in das Laborsystem zuriick transformieren.

Fiir mo > my ergibt sich der Streuwinkel © zu:

©(b) = 2arccos (2.2.63)

1+ 72

m, >>m,

Abbildung 2.2.11: Streuung zweier harter Kugeln aneinander. Hierbei sei
mg > my , d.h. die Kugel mit Masse mo nimmt nur sehr wenig Energie auf.

e Streuung in einem beliebigen Potential

Fiir die Streuung in einem beliebigen zentral-symmetrischen Potential
betrachten wir die Streuebene wie in Abb. 2.2.12 gezeigt. Ein Teilchen
solle in einem abstoflenden Potential mit einem Stofiparameter b auf
den Streupartner stoflen und wird dabei um einen Winkel © im Schwer-
punktsystem abgelenkt. Es ist zweckméfig die Bewegung der Teilchen
in Polarkoordinaten anzuzeigen. D.h. der Ort eines Teilchens ist durch
den Abstand der beiden Teilchen r und einen Winkel ¢ charakterisiert.
Die Relativgeschwindigkeit ¢z, kann dann in einen radialen Anteil v
und einen Winkelanteil v, aufgeteilt werden:

U|| = 7 (2.2.64)

d
v, = wr= rd—f =7 (2.2.65)
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Abbildung 2.2.12: Die Streuung an einem Potential 148t sich als die Bewe-
gung eines Teilchens der Masse i im Abstand r zum Stopartner mit einer
Relativgeschwindigkeit v12 beschreiben. Es ist zweckméfig dafiir Polarkoor-
dinaten r und ¢ zu benutzen sowie die jeweiligen Geschwindigkeiten parallel
zu 7 v und senkrecht zur r v, .

Mit der kinetischen Energie im Unendlichen £y benutzen wir den Ener-
giesatz der Mechanik im Schwerpunktsystem und bekommen:

1
Ey = waz +V(r) (2.2.66)
D.h. die Energie E, teilt sich zwischen der kinetischen Energie im
Schwerpunktsystem und der potentiellen Energie V(r) (=zentralsym-
mertisches Potential) auf. Die Relativgeschwindigkeit v15 in Polarkoor-
dinaten ist vio = v, + v; bzw. die Energie:

1
Ey = 5n (% + 1) + V(r) (2.2.67)

Der Betrag des Drehimpulses im Unendlichen ist:

L = prsin pvy = pvgh (2.2.68)

Mit vg der Relativgeschwindigkeit im Unendlichen. An einem beliebigen
Ort wahrend der Streuung unter Verwendung der Geschwindigkeit v
senkrecht zu r bekommt man:

L = prv, = ur*y (2.2.69)
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D.h. wegen der Drehimpulserhaltung muf3 gelten:

wr2p = g (2.2.70)
Wir kénnen gb in Gl. 2.2.67 einsetzen und bekommen:

1 Vﬁg;“) B (2)1 v (2.2.71)

Wir haben jetzt zwei Gleichungen 2.2.70 und 2.2.71, die die Bewegung
der beiden Teilchen als die Bewegung einer reduzierten Masse p am
Ort r unter dem Winkel ¢ beschreiben. Die explizite Zeitableitung in-
teressiert nicht und mit

7;':1)0

de dp 1 1
LT p 2.2.72
dr  dt —‘Cil; Y (2272)

bekommt man aus %f eine Differentialgleichung fiir ¢(r). Diese 16st
man durch Integration mit den entsprechenden giiltigen Grenzen fiir r
[Tmin — o0] und ¢ [0 — 7 — ©]. Mit der Annahme, da8 V(r) o< 1/r
und mit r,,;, als dem minimal moglichen Abstand der beiden Teilchen

erhalt man schlie3lich:

1
b= 5 cot % (2.2.73)

D.h. fiir einen Stoflparameter b = 0 bekommen wir wieder
Riickstreuung, d.h. © = 7.

Typische Verlédufe fiir die Abhéngigkeit des Streuwinkels von dem Stof-
parameter sind in Abb. 2.2.13 gezeigt. Fiir ein Experiment bedeutet dies, dafl
unterschiedliche Stoflparameter zu unterschiedlichen Ablenkwinkel fithren
und daBl dieser Zusammenhang stark von der Art der Wechselwirkung
abhéngt. Diese Abhéngigkeit findet auch ihren Ausdruck in der Wahrschein-
lichkeit unterschiedlicher Streuereignisse. D.h. durch eine Messung dieser Ver-
teilung 143t sich auf die Natur der Wechselwirkung schlieflen.

Die Analyse von Streuereignissen ist eine ganz wesentliche Experimentier-
technik in der Physik. In jedem Streuprozef ist ein streuendes Teilchen eine
Sonde, die das Wechselwirkungspotential vermisst. Durch ein Vergleich zwi-
schen Messung und Vorhersage kann aus einem Streuexperimente die Form
des Wechselwirkungspotentials bestimmt werden. Klassisches Beispiel ist die
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Tl 7T harte Kugel —
Potential

1 Potential
r

1 D

Abbildung 2.2.13: Abhéngigkeit des Streuwinkels vom Stofparameter fiir
den Stol zweier Teilchen fiir die ein 1/r-Potential gilt und fiir den Stof§
zweier harter Kugeln.

Rutherfordstreuung als die Streuung sehr schneller Heliumkerne an Atomen.
Rutherford konnte zeigen, dafl diese Streuereignisse durch ein einfaches absto-
Bendes Potential, das im Kern des Atoms lokalisiert ist, beschreibbar waren.
Er entdeckte den Atomkern (Wére die Masse der Atome homogen auf das
Volumen eines Atoms verteilt, hdtte sich eine andere Verteilung der Streuer-
eignisse ergeben).
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2.3 Bezugssysteme

Bezugssysteme spielen eine grofie Rolle in der Physik, da sie ein Koordinaten-
system fiir die Naturbeobachtung vorgeben. Im einfachsten Fall kann dieses
Bezugssystem ruhend sein oder sich gleichférmig bewegen. Fiihrt man zum
Beispiel ein Experiment in Ruhe durch oder in einem sich gleichméflig bewe-
genden Zug, so ist der Ausgang des Experimentes immer gleich. Wird dieses
Bezugssystem allerdings beschleunigt, so treten zusétzliche Krifte auf, die
eben durch diese Beschleunigung des Koordinatensystems selbst hervorgeru-
fen werden.

Weiterhin treten in der Physik oft Félle auf, in denen ein Beobachter au-
Berhalb des Bezugssystem steht und ein sich bewegendes System beobachtet.
Auch dann ist es wichtig, dal der ruhende Beobachter die Physik in dem sich
bewegenden System richtig beschreiben kann. Dies soll an drei Beispielen
erlautert werden:

2.3.1 Galilei-Transformation

Stellen wir uns ein Bezugssystem vor, das sich mit konstanter Geschwindig-
keit @ bewegt. Beispiel sei ein Zug. Ein Beobachter im ruhenden System des
Bahnsteiges sieht fiir den Ort 7 eines Gegenstandes im sich bewegenden Zug
wie:

7=+ it (2.3.1)

,Bahnsteig“ Lim Zug*

Abbildung 2.3.1: Der Ort 7 im Ruhesystem und 7 im bewegten Bezugs-
system.

Der Beobachter im Zug sieht den Ort 7. Die Ableitung von GI. 2.3.1 nach
der Zeit ergibt die Geschwindigkeit:

—

T=0v+1i (2.3.2)
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Eine weitere Ableitung ergibt die Beschleunigung;:

a=d (2.3.3)

D.h. die Beschleunigung vom Bahnsteig aus gesehen (@) wie auch fiir den
Beobachter im Zug (a/) sind gleich. D.h ein Beobachter kann nicht entschei-
den, ob er sich in einem sich gleichférmig bewegenden System befindet oder
nicht. Diese Systeme bezeichnet man auch als Inertialsysteme.

Betrachten wir diese Galilei-Transformation am Beispiel des freien Falls
von einer Hohe A in negative z-Richtung in einem Zug, der mit Geschwin-
digkeit u in x-Richtung vorbeifihrt (siche Abb. 2.3.1). Ein Beobachter vom
Bahnsteig aus wird eine Wurfparabel beobachten. Fiir ihn {iberlagert sich die
gleichformige Bewegung in x-Richtung mit der beschleunigten Bewegung in
z-Richtung. D.h. er beobachtet:

r = ut (2.3.4)

1
z = h—§gt2 (2.3.5)

Durch die Galilei-Transformation konnen wir uns in das gleichférmig be-
wegte Bezugssystem begeben und bekommen in den Koordinaten im Zug:

Z =0 (2.3.6)

1
7 = h—§gt’2 (2.3.7)

In beiden Systemen beobachten wir dieselbe Physik des freien Falls.

1 .,
Z'=h-=gt
29

X X

Abbildung 2.3.2: Der freie Fall im Ruhesystem und im bewegten Bezugs-
system.
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2.3.2 Beschleunigte Bezugssysteme
geradlinig beschleunigtes Bezugssystem

Falls das sich bewegenden System mit @gysten, beschleunigt wird (d.h. der
Zug féhrt an), bekommen wir:

- L1 2
r=r"+ut+ §a5ystemt (2.3.8)

Die Ableitung von GI. 2.3.8 nach der Zeit ergibt die Geschwindigkeit:

T =+ @ + Tsystemt (2.3.9)

eine weitere Ableitung ergibt die Beschleunigung:

i = d + Tsystem (2.3.10)

D.h. der Beobachter im Zug (@) sieht eine Beschleunigung, die sich aus
zwei Anteilen zusammensetzt, einer Beschleunigung durch eine wirkende
Kraft (@) und eine Beschleunigung des Bezugssystem (agystem) selbst.

Nehmen wir an, dal der Beobachter vom Bahnsteig keine Beschleunigung
des Korpers beobachtet, also @ = 0. Der Beobachter im Zug muf allerdings
annehmen, daf§ der Kérper mit @’ = —dgystem beschleunigt wird. Auf den
Korper wirkt eine Scheinkraft, die Tragheitskraft. D.h. 148t zum Beispiel
der Beobachter im Zug einen Koérper fallen, so wird er sich im Moment des
Anfahrens des Zuges von ihm weg bewegen.

rotierendes Bezugssystem

Das prominenteste rotierende Bezugssystem ist unsere Erde, die sich in 24
Stunden einmal um sich selbst dreht. Wie &ndert sich jetzt die Beobachtung
eines physikalischen Phénomens, wenn wir ein Experiment im rotierenden
Koordinatensystem Erde oder im festen Koordinatensystem eines externen
Beobachters aus dem Weltall durchfithren? Der Ort in einem festen Koor-
dinatensystem is gegeben aus den Achsenabschnitten z,y und z mit den
jeweiligen Einheitsvektoren:

T = 1€y + Yé, + 2€, (2.3.11)

—é, (2.3.12)
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In dem rotierenden Koordinatensystem, wie in Abb. 2.3.2 wird derselbe
Ort als 7 wahrgenommen:

7 =a'e, +y'e, + e (2.3.13)

Die Geschwindigkeit, die ein rotierender Beobachter wahrnimmt ist:

=—c, +—¢€,+—¢€, (2.3.14)

Wie sind jetzt die Geschwindigkeiten im rotierenden und im festen Ko-
ordinatensystem miteinander verkniipft? Fiir die Geschwindigkeit des festen
Beobachters miissen wir die Geschwindigkeit des rotierenden Beobachter plus
die Bahngeschwindigkeit des rotierenden Koordinatensystems addieren. Wir
bekommen somit:

—= (2.3.15)

bzw.

T=0+dxT7 (2.3.16)

Dieser Zusammenhang ist anschaulich in Abb. 2.3.3 verdeutlicht: betrach-
ten wir zunédchst einen Korper, der sich mit einer Geschwindigkeit ¢ auf die-
ser Erde bewegt. Befinden wir uns im Bezugssystem der Oberfliche der Erde
werden wir genau diese Geschwindigkeit v" auch messen. Befinden wir uns
allerdings im Weltall und schauen auf die Bewegung herab, so beobachten wir
eine andere Geschwindigkeit, da sich die Erde ja dreht. Die Winkelgeschwin-
digkeit bei einer Umlauffrequenz & ist & x 7. Demnach sieht ein Beobachter
aus dem Weltraum (= ”Bahnsteig”) die Geschwindigkeit /.

Welche Beschleunigung sieht jetzt ein Beobachter im Bezugssystem der
Erde (="im Zug”), wenn diese rotiert? Vom Weltall (="Bahnsteig”) aus

gesehen ist die Beschleunigung @ = ‘Cll—f . Mit Gl. 2.3.16 ergibt sich daraus:
dv  dv’ dr
= —=— X — 2.3.17
“Ta @ <°" dt) (2:3.17)
Fiir die weitere Berechnung miissen wir jetzt den Ausdruck ‘% néher
betrachten. Die Geschwindigkeit im rotierenden Bezugssystem ¢ war:
dz’ dy’ dz’'
0 =—¢e + —¢é + —¢ 2.3.18
ST T TR (2:3.18)

Fiir die zeitliche Ableitung mit der Produktregel miissen wir einmal die
Variation in 2/, ¢’ und 2’ aber auch in den Einheitsvektoren beriicksichtigen:
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Abbildung 2.3.3: Die Geschwindigkeit im Ruhesystem ist ¥ und im rotie-
renden System o'.

dv d*a’ . d*y . d* , dr'del, dy de, d de
— = — 4= —4——= (2.3.19
@ T g e e T a9
bzw.
ﬁ =d d_z/d_é; d_y/d_é; d_zldé; (2.3.20)
dt dt dt dt dt dt dt
Die Anderung des Einheitsvektors im rotierenden Bezugssystem dde:z ent-
spricht der Bahngeschwindigkeit des Einheitsvektors:
dﬁ
detz =G xé (2.3.21)
D.h. wir bekommen
dv'
d—z —d 4T (2.3.22)

Diesen Ausdruck setzen wir in 2.3.17 ein und erhalten die Verkniipfung
zwischen @ und a’ als:

i=d+wxv+wxv (2.3.23)
Jetzt setzen wir ¢ aus Gl. 2.3.16 ein, und erhalten damit:

—/

d=ad+200 xd)+d x (Fxd) (2.3.24)
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Abbildung 2.3.4: Bewegt sich der Korper auf das Zentrum der Rotation
zu, so erscheint die Geschwindigkeit im rotierenden System sich zu erhéhen.

D.h. wihrend ein Beobachter im ruhenden System (="Bahnsteig” bzw.
Weltall) einfach die Beschleunigung @ beobachtet, mufl der Beobachter im ro-
tierenden System (="im Zug” bzw. auf der Erdoberfliche) zwei zusétzliche
Beschleunigungen einfithren um die Bewegung des Korpers auf dem Erd-
boden zu beschreiben. Diese zusétzliche Bewegungen werden durch zwei
zusitzliche Kréfte hervorgerufen:

e Corioliskraft

F.=2m (7 x

&

(2.3.25)

e Zentrifugalkraft

F, =md x (7' x &) (2.3.26)

Beides sind Scheinkrifte, da sie nur wirken, wenn der Vorgang im ro-
tierenden Bezugssystem betrachtet wird.

Auf der Nordhalbkugel bewirkt die Corioliskraft immer eine Rechtsablen-
kung der beobachteten Geschwindigkeit, wie in Abb. 2.3.5 verdeutlicht ist.
Diese Rechtsablenkung spielt in vielen Bereichen des alltdglichen Lebens ei-
ne Rolle, so miissen Bahnschienen entsprechend erhoht werden, um die Co-
rioliskraft auf den fahrenden Zug ausgleichen zu kénnen. Die Folgen dieser
Corioliskraft sollen an zwei weiteren Beispielen illustriert werden:
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Abbildung 2.3.5: Die Corioliskraft bewirkt eine Rechtsablenkung auf der
Nordhalbkugel der Erde. Die Luftmassen, die in ein Tiefdruckgebiet ein-
stromen werden im Bezugssystem der rotierenden Erde nach rechts abge-
lenkt. Am Ort des Tiefdruckgebietes ergibt dies dann einen Linkswirbel.

e Foucault’sches Pendel

Bei einem Foucault’schen Pendel beobachtet man die Anderung der
Schwingungsebene eines Pendels im Laufe der Erdrotation. Betrachtet
man eine schwingende Masse, so wird diese wihrend ihrer Pendelbewe-
gung immer nach rechts hin abgelenkt. Aus Abb. 2.3.6 erkennt man,
daf} die Ablenkung das Pendel in seiner Schwingungsebene einmal pro

Tag rotieren 1af3t.
{
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ohne Corioliskraft mit Corioliskraft

Abbildung 2.3.6: Durch die Rechtsablenkung éndert sich die Schwingungs-
ebene eines Pendels.

e Wirbelstiirme
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Bei Luftdruckunterschieden stromt Luft immer von einem Hochdruck-
gebiet in ein Tiefdruckgebiet. Durch die Corioliskraft werden die Luft-
stromung immer nach rechts abgelenkt. Durch dieses Einstromen auf
das Tiefdruckgebiet entsteht dort ein Linkswirbel, wie in Abb. 2.3.5
dargestellt.

2.3.3 Spezielle Relativitéitstheorie

Bei sich bewegenden Bezugssystemen (Geschwindigkeit ) sollten sich die
Geschwindigkeit ¢, die ein ruhender Beobachter (="Bahnsteig”) sieht und
die Geschwindigkeit ¢/, die ein sich mit-bewegender Beobachter (="im Zug”)
sieht, immer wie:

V=1 +1 (2.3.27)

zueinander verhalten. Diese Galileo-Transformation ist allerdings nur
giiltig fiir Geschwindigkeiten, die deutlich kleiner als die Lichtgeschwindig-
keit sind. Fiir beliebige Geschwindigkeiten muf3 eine neue Transformation
entwickelt werden, die beriicksichtigt, dafl unabhéngig vom Beobachterstand-
punkt keine Geschwindigkeiten grofler als die Lichtgeschwindigkeit beobacht-
bar sind.

Beobachten wir zum Beispiel die Geschwindigkeit eines Lichtpulses in
einem Zug, so legt er die Strecke 7 in einer Zeit ¢’ zuriick, so da} die Ge-
schwindigkeit genau ¢ die Lichtgeschwindigkeit ergibt: i’ = ¢t’. Ein ruhender
Beobachter auf dem Bahnsteig macht allerdings dieselbe Beobachtung. Wenn
er die Ausbreitung des Lichtpulses im fahrenden Zug beobachtet, misst er in
seinem Bezugssystem wieder die Lichtgeschwindigkeit: 7 = ct. Dies ist in
Abb. 2.3.7 illustriert.

Michelson-Morley-Experiment

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit wurde zum ersten mal im Michelson-
Morely Experiment 1881 nachgewiesen. Sie betrachteten ein Interferometer
in dem ein Lichtstrahl iiber eine Glasplatte auf zwei Teilstrahlen aufgespal-
ten wurde (siehe Abb. 2.3.8). Diese Teilstrahlen wurden iiber Spiegel wieder
zuriick geworfen, zum Uberlapp gebracht und auf einen Detektor fokussiert.
Beide Lichtstrahlen interferieren und kénnen sich jetzt je nach Uberlagerung
gegenseitig ausloschen oder verstiarken. Ein Interferenzmuster wird sichtbar.
Bewegt man jetzt einen Spiegel so dndert sich die Wegstrecke in einem der
Teilstrahlen und dementsprechend &dndert sich das Interferenzmuster. Bewegt
man das Spektrometer als ganzes so sollte auch hier die Geschwindigkeit der
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Abbildung 2.3.7: Bezugssystem bewegt sich nahe der Lichtgeschwindig-
keit. Der Beobachter im Zug und auf dem Bahnsteig messen gleichermaflien
die Lichtgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Lichtpulses.

Spiegel im Verhéaltnis zur Geschwindigkeit des Lichtstrahls zu einer entspre-
chenden Verzogerung der Wegstrecke und damit zu einer Verschiebung des
Interferenzmusters fithren: Nehmen wir an, dafl das Interferometer sich mit
knapp Lichtgeschwindigkeit in eine Richtung bewegt und wir dieses System
von auBen betrachten. Die Laufzeit des Lichtstrahls auf dem Interferome-
terteil in einer Richtung senkrecht zu dieser Bewegungsrichtung ist unbeein-
flusst. Die Laufzeit des Lichtstrahls auf dem Interferometerteil, das parallel
zur Richtung der Bewegungsrichtung liegt, wére allerdings sehr lang, da der
Spiegel dem Lichtstrahl ja fast mit Lichtgeschwindigkeit ”davon eilt”.

Michelson und Morley konnten ihr Interferometer nicht mit knapp Licht-
geschwindigkeit bewegen. Die grofite zugéngliche Geschwindigkeit war die
Bewegung der Erde selbst mit 30 km/s um die Sonne. D.h. hélt man einen
bestimmten Inteferometerarm einmal in Richtung der Flugrichtung der Erde
und einmal senkrecht dazu sollte sich das Interferenzmuster dabei &ndern.
Demnach montierten Michelson und Morley das Interferometer auf einem
Drehtisch und suchten nach einer Anderung des Interferenzmusters beim Dre-
hen des ganzen Aufbaus. Sie machten allerdings die zunéchst iiberraschende
Beobachtung, da die Orientierung des Interferometers keinen Einfluss auf
das Interferenzmuster hat. D.h. egal ob man sich bewegt oder nicht, &ndert
sich die Laufzeit des Lichtes nicht. D.h. die Lichtgeschwindigkeit bleibt kon-
stant unabhdngig von der Bewegung des Beobachters.

Wie miissen jetzt Ort und Geschwindigkeit zwischen sich bewegenden Be-
zugssystemen umgerechnet werden, wenn Gl. 2.3.27 bei hohen Geschwindig-
keiten anscheinend nicht mehr gilt? Der Schliissel dazu liegt in der Tatsache,
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Abbildung 2.3.8: Michelson-Morley-Experiment.

dass die Zeit t wie sie ein ruhender Beobachter (=”Bahnsteig”) und wie sie
ein Beobachter im bewegten System ¢’ (="im Zug”) erfihrt nicht mehr gleich
sein miissen! Dies soll an zwei anschaulichen Beispielen erldutert werden.

Zeit-Dilatation

Einstein schlug folgendes Gedankenexperiment vor. Man betrachte eine
Lichtuhr, bei der ein Lichtblitz ausgesandt wird, der nach einer Strecke Al
von einem Spiegel reflektiert wird und wieder auf die Quelle zuriickfallt und
dort detektiert wird. Die Wegstrecke pro abgelaufener Zeit ergibt die Licht-
geschwindigkeit. Jetzt bewegt sich diese Lichtuhr senkrecht zur Wegstrecke.
Was sieht der ruhende Beobachter (=" Bahnsteig”) von diesem System?

Betrachten wir dazu Abb.2.3.9: Bewegt sich der Beobachter mit (="im
Zug”) so ruht die Lichtuhr und die Wegstrecke, die der Lichtstrahl zuriicklegt,
ist 2Al. Dementsprechend ist die Zeitspanne At = QTN. Beobachtet man
dieselbe Uhr allerdings von aufien (="Bahnsteig”), so dndert sich die Weg-
strecke, die ein Beobachter sieht:

2
AP + @%)

Aber obwohl sich die Lichtuhr jetzt bewegt, mufl der ruhende Beobachter

1/2

AB +BC =2 (2.3.28)
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Abbildung 2.3.9: Lichtuhr einmal in Ruhe, und einmal wie man sie beob-
achten wiirde, wenn sie sich bewegt.

(="Bahnsteig”) wieder die Lichtgeschwindigkeit messen, d.h. AB + BC =
cAt, wenn At die Zeit ist die er selbst mifit. Damit bekommt man:

Ar— AL (2.3.20)

(2 — 1)2)1/2

Mit 2Al = At'c ergibt sich:

At=——"__ (2.3.30)

D.h. die Zeitspanne At, wenn man das bewegte System beobachtet (auf
dem ”Bahnsteig” zeigt die lokale Uhr, da§ 10 Minuten abgelaufen sind), mufl
langer sein als die Zeitspanne At’ falls der Beobachter sich mit dem System
mit bewegt (im ”Zug” zeigt die Uhr, daf z.B. nur 8 Minuten abgelaufen sind).
Umgekehrt formuliert, bewege ich mich mit der Uhr mit, so schreitet die Zeit
langsamer voran, im Vergleich zu einer Uhr, die in Ruhe zuriickbleibt. Dies
1Bt sich knapper formulieren als: Bewegte Uhren gehen langsamer. Dieses
Ph&nomen wird als Zeit-Dilatation bezeichnet. Diesen Effekt kann man
auch beobachten, wenn man zwei Uhren vergleicht, wobei eine im Flugzeug
von Europa nach Amerika und zuriick fliegt. Dabei wird man feststellen, dafl
die bewegte Uhr etwas nachgeht.

Die Zeitdilatation wurde zum ersten Mal bei Mponen, einer Sorte
von Elementarteilchen beobachtet. Die Lebensdauer eines Mpons in Ru-
he is ca. 1075s. Diese Muonen werden auch in Kernreaktionen der kosmi-
schen Hohenstrahlung mit der oberen Atmosphére gebildet. Dabei entstehen
Mponen hoher Energie, die man auch noch auf der Erdoberfliche nachweisen

95 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.3. BEZUGSSYSTEME KAPITEL 2. MECHANIK

konnte. Benutzt man allerdings die Geschwindigkeit, wie sie in der Kernreak-
tion die Mponen aufnehmen und die Entfernung der oberen Atmosphére bis
zum Erdboden, ist die Zeit die ein Mpuon zum Boden bendétigt, linger als die
Lebensdauer von 107% s. Wie ist das moglich? Die Zeit, die wir beobachten
ist nicht die Zeit, die im Ruhesystem des sich bewegenden Mpons verstreicht.
Da das Mpon sich mit hoher Geschwindigkeit bewegt, ist die Zeit, die das
Mypon "sieht” sehr viel kiirzer als die, die wir auf dem Boden messen. Damit
kann das Mpon ohne weiteres den Erdboden in seiner eigenen Lebensdauer
erreichen.

Die Zeitdilatation ist mit einem weiteren bekannten Disput verkniipft,
dem Zwillingsparadoxon. Betrachten wir einen Zwilling A, der sich auf der
Erde befindet, und sein Zwilling B, der auf eine Reise mit hoher Geschwindig-
keit sich entfernt, umdreht und wieder zuriick kehrt. Da sich B bewegt hat,
sollte sein Uhr langsamer laufen und er ist dementsprechend jiinger, wenn er
sich nach seiner Reise mit seinem daheim gebliebenen Zwilling A wieder trifft
(B jiinger als A). Wir kénnen dieselbe Situation allerdings auch anders herum
betrachten. Fiir den Zwilling B, entfernt sich Zwilling A von ihm, er dreht
um und kommt zuriick. D.h. wenn sie sich beider wieder treffen sollte jetzt A
jlinger sein als B (A jiinger als B). Dies ist das Paradoxon. Es klért sich auf,
wenn wir beriicksichtigen, dafl wir in diesem Fall nicht zwei Inertialsysteme
betrachten. Das System des Zwillings A auf der Erde ist Inertialsystem. Das
System in dem sich B bewegt ist allerdings ein beschleunigtes System, da B
umkehren muf}; um zu A zuriick zu kehren. Damit sind beide Betrachtungs-
weisen nicht gleichwertig. Unter Beriicksichtigung der Beschleunigung ist die
Zeit, die fiir den reisenden Zwilling B vergeht kiirzer als die fiir den daheim
gebliebenen Zwilling A.

Langen-Kontraktion

Ein weiteres Phénomen der speziellen Relativitdtstheorie ist die Tatsache,
dass bewegte Objekte in Flugrichtung kiirzer erscheinen. Betrachten wir wie-
der unsere Lichtuhr, die sich aber diesmal in Richtung der Lichtausbreitung
mit der Geschwindigkeit v bewegen soll. Ist die Uhr in Ruhe so ergibt sich
wieder die Laufzeit:

Al
th—t) = 27O (2.3.31)

falls die Distanz zwischen den Spiegeln [, ist. Was passiert nun, wenn wir
diese Lichtuhr beobachten? Die Wegstrecke vom Spiegel 1 zum Spiegel 2 ist:

et — to) = Al + v(ty — to) (2.3.32)
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wenn die Zeiten, die wir vom Bahnsteig aus messen als ¢ bezeichnet wer-
den. Die Wegstrecke vom Spiegel 2 wieder zuriick zu Spiegel 1 ist:

C(tQ — tl) = Al — U(tg — t1> (2333)
Demnach ist die Zeitspanne unserer Lichtuhr, wie sie vom Bahnsteig aus
beobachtet wird:

2Al
=to=7 = (2.3.34)
oft; - t;)
< Lm Zug®
' Al
, Al vt —t,)
14
b C(tl —to) L ~Bahnsteig”

Abbildung 2.3.10: Léngenkontraktion: ein Lichtpuls eilt zwischen zwei
Spiegeln hin und her. Einmal im Ruhesystem der sich bewegenden Spiegel,
und einmal wie es ein Beobachter von auflen sieht.

Die Zeitspanne, die wir vom Bahnsteig aus messen und die Zeit, die wir
im Zug messen sind nach Gl. 2.3.30 verkniipft via:

th —t,
V2
V@
Verkniipft man Gl. 2.3.34, Gl. 2.3.35 und Gl. 2.3.31, so bekommt man
schlieflich:
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02
Al = Al /1 — = (2.3.36)

D.h. die Lange Al vom ”Bahnsteig” aus gesehen ist kiirzer als die Liange
Aly, die ein sich mit bewegender Beobachter (im ”Zug”) messen wiirde.

Die spezielle Relativitétsttheorie fordert eine Langenkontraktion und ei-
ne Zeitdilatation, damit jeder Beobachter unabhéngig von seinem Stand-
punkt immer nur maximal die Lichtgeschwindgkeit misst. Daneben ergeben
sich aber auch Verzerrungen der wahrgenommenen sich bewegenden Objek-
te durch Laufzeiteffekte wegen der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit.
Dies ist verkniipft mit dem Problem der Gleichzeitigkeit von Ereignissen.
Betrachten wir noch einmal einen ruhenden Mafistab der Lange Aly. Fiir den
ruhenden Beobachter, der sich in der Mitte des Mafistabes befindet, kommt
das Licht vom Anfang des Mafistabes und vom Ende des Mafistabes gleichzei-
tig beim ihm an; er mifit die Lange Aly. Bewegt sich dieser Mafistab allerdings
mit einer Geschwindigkeit v an ihm vorbei, so kommt das Licht vom Anfang
des Mafistabes etwas friiher und vom Ende etwas spdter an. Er sieht die-
se beiden Lichtblitze also nicht gleichzeitig. Die Lange des vorbei fliegenden
Mafstabes kann der ruhende Beobachter allerdings nur aus Lichtblitzen ab-
leiten, die zu gleicher Zeit bei ihm eintreffen. Diese miissen allerdings nicht
zu gleichen Zeiten gestartet sein. Was heifft das? Falls wir den Lichtblitz vom
Anfang des Mafistabes als Referenz nehmen (der frither ankommt), muf3 der
Lichtblitz vom Ende des Mafistabes (der zu spét ankommt) zu einem friheren
Zeitpunkt ausgesandt werden, damit er zeitgleich mit dem ersten Lichtblitz
bei dem ruhenden Beobachter ankommt. Diese frithere Aussendung des Licht-
blitzes bedeutet, dal der Maflstab sich noch nicht so weit geméafl v fortbewegt
hat. Vergleichen wir die Position vom Anfang des Mafistabes zum Ende des
Mafistabes so wie es der ruhende Beobachter gleichzeitig mifit, so erscheint
er ihm deshalb verkiirzt.

Diese sehr anschauliche Erklarung geht zunéchst von der Gleichzeitigkeit
bei dem ruhenden Mafistab aus, d.h. der Beobachter muf} sich genau in der
Mitte des Mafistabes befinden. Bewegt sich der Mafistab auf den Betrach-
ter zu oder von ihm weg, addiert sich zu der Langenkontraktion noch eine
Verzerrung durch einfache Laufzeiteffekte hinzu, da das Licht schon im ru-
henden System unterschiedlich lange Wege zuriicklegen muf§ (die Entfernung
zum hinteren Ende ist groBer als zum vorderen). Ein MaBstab, der auf einen
zu fliegt wird dadurch lédnger, da die Laufzeiteffekte die Langenkontraktion
iiberkompensieren. Ein Mafistab, der sich hingegen vom Beobachter entfernt,
wird noch stiirker verkiirzt als die Langenkontraktion vorhersagen wiirde.?

3Simulationen zu diesem Phinomen unter www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de
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Bei der Beschreibung der speziellen Relativitédtstheorie in Form der Zeit-
dilatation bzw. Lingenkontraktion ist wichtig sich zu zu vergegenwértigen,
dafl diese Beziehungen immer dann wichtig sind, wenn ein Beobachter ein
anderes Bezugssystem beobachtet. Beobachtete Zeiten und Léngen erschei-
nen ihm gedehnt bzw. verkiirzt. Betrachten wir dazu zwei Raumschiffe die
sich relativ zueinander mit einer Geschwindigkeit v bewegen. Jeder Astro-
naut altert in seinem Raumschiff auf gleiche Weise. Nur wenn ich selbst als
Astronaut den anderen beobachte, dann erscheint der beobachtete Astronaut
jiinger zu bleiben als man selbst.

Lorentztransformation

Betrachten wir der Einfachheit halber ein Bezugssystem, das sich mit der
Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegt. Als einfache Verkniipfung zwischen
den Orten, die der ruhende z und der sich mit bewegende Beobachter '
sieht, hatten wir:

+Bahnsteig" +im Zug*

Abbildung 2.3.11: Lorentztransformation.

x=1a + vt (2.3.37)

Diese Gleichung scheint fiir hohe Geschwindigkeiten nicht mehr zu gelten
und wir modifizieren sie zu:

1’ = k(x — vt) (2.3.38)

Jetzt behaupten wir, dafl die Zeiten, die der ruhende Beobachter
(="Bahnsteig”) sieht ¢ und die der sich bewegende Beobachter sieht ¢’ (="im
Zug”) unterschiedlich sind. Als Ansatz setzen wir:

t'=a(t — bx) (2.3.39)
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Die Groflen k,a und b miissen erst noch bestimmt werden. Nach dem
Michelson-Morley Experiment sollte ja die Bestimmung der Lichtgeschwin-
digkeit fiir den ruhenden und den bewegten Beobachter das selbe Ergebnis
liefern. Betrachten wir dazu einen Lichtblitz der ein Strecke x in einer Zeit
t durchléuft. Diese Strecke sei auf einem Zug montiert, der sich bewegt: (i)
Eine Lichtquelle sendet zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen Lichtblitz aus, der zur
Zeit t des ruhenden Beobachters (="Bahnsteig”) am Ort x empfangen wird;
(ii) der sich bewegende Beobachter (="im Zug”) misst den Lichtstrahl, wie
er zu einem Zeitpunkt ¢ am Ort 2’ ankommt. nachdem in beiden Fillen die
Lichtgeschwindigkeit gemessen werden soll, mufl gelten:

ct (2.3.40)
ct! (2.3.41)

=L =y

Mit y = ¢/ und z = 2’ ergibt sich aus 2’ = ct’ bzw. 2% + y? + 2/? = 2t'%

K (2% = 2uxt + 0*8%) + 4 + 2% = a” (¢ — 2bwt + b*a?) (2.3.42)

Diese Gleichung wird nach Potenzen von x und t sortiert zu:

(k* = b%a*c®) 2* =2 (K*v — ba’®) wt+y*+ 2% = (a® — k*0?/?) 7 (2.3.43)

Nachdem diese Gleichung fiir beliebige Werte von x und ¢ gelten soll,
miissen alle Vorfaktoren jeweils Null ergeben. Dies ergibt drei Bestimmungs-
gleichungen fiir die unbekannten Koeffizienten k,a und b. Man bekommt
schlieBllich:

r = (2.3.44)

2

t— %

{ = ——¢ (2.3.45)

2

-5

Mit der Abkiirzung:
1
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ergibt sich schliefllich die sog. Lorentztransformation:

= ~(x—ut) (2.3.47)

Yy =y (2.3.48)

7 = z (2.3.49)
- _ur

= 7@ CJ (2.3.50)

In umgekehrter Richtung ist diese Transformation:

= (2’ +ot) (2.3.51)
_ (2.3.52)
z = z (2.3.53)
t = fy<t’+vc—§l) (2.3.54)

Néhert man diese Transformation fiir kleine Geschwindigkeiten im Ver-

gleich zur Lichtgeschwindigkeit (v < ¢), so ergibt sich mit v = 1 wieder
die Galilei-Transformation. Auf der Basis der Lorentztransformation wollen
wir noch einmal die Zeitdilatation und die Langenkontraktion betrachten.
Wenn wir zum Beispiel in Gl. 2.3.50 und Gl. 2.3.54 jeweils  und 2’ Null
setzen, bekdmen wir einmal ¢ = vt und einmal ¢ = «t'. Wie 148t sich dieser
scheinbare Widerspruch auflésen?

e Zeitdilatation in der Lorentztransformation

Betrachten wir ein Ereignis, das im gestrichenen System am gleichen
Ort stattfindet (d.h. zum Beispiel 2/ = 0 fiir den Start und das Wie-
derauftreffen des Lichtpulses der Lichtuhr in Abb. 2.3.9). Wir benutzen
Gleichung 2.3.54, da auf der rechten Seite nur Gréfien im gestrichenen
System stehen. Wir bekommen damit

t =t (2.3.55)

die Zeitdilatation. D.h. die Zeit im gestrichenen System t’ ist kiirzer als
die Zeit ¢, die wir von diesem Ereignis im ungestrichenen System wahr-
nehmen. Gl. 2.3.50 wire ungeeignet, da wir fiir das Ereignis zunéchst
nur Eigenschaften im gestrichenen System kennen (wenn 2z’ = 0 gilt
muf nicht = 0 gelten!).

101

© A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.3. BEZUGSSYSTEME KAPITEL 2. MECHANIK

Wie miisste man vorgehen, wenn man trotzdem GIl. 2.3.50 benutzt?
Zunéchst haben wir:

VT

t'=r (t - C—2> (2.3.56)
Vom Beobachter am ”Bahnsteigist die bewegte Uhr allerdings nicht in
Ruhe sondern legt eine Wegstrecke x zuriick. Bei einer Geschwindigkeit

v des SZugesist diese Strecke z = vt. Dies eingesetzt ergibt:

1;2 112 1

N——
1/y?
Dies Ergebnis ist identisch zu dem wie wir es aus Gleichung 2.3.54
abgeleitet hatten.

e Lingenkontraktion in der Lorentztransformation

Betrachten wir eine Lange lp = 2’ im gestrichenen System. Wenn wir
im ungestrichenen System diesen Mafistab beobachten, kénnen wir dies
nur gleichzeitig machen (siehe oben), d.h. t = 0 (wenn ¢ = 0 gilt, mu8
nicht ¢ = 0 gelten. Ereignisse die zu gleichen Zeiten im ungestrichenen
System wahrgenommen werden, konnen sich zu unterschiedlichen Zei-
ten im gestrichenen System ereignen). Somit benutzen wir Gleichung
2.3.48 in denen die Groflen 2/, t vorkommen und erhalten, fiir die be-
obachtete Léange [ = x:

lo = A (2.3.58)

die Langenkontraktion. D.h. die beobachtete Lange [ ist kiirzer als die
wahre Lange [y im bewegten System.

Bei der Benutzung der Lorentztransformation ist es besonders wichtig sich
die Problemstellung vorher genau zu vergegenwirtigen. D.h. was ist meine
Beobachtung und welche Langen und Zeiten gelten fiir das Problem? Dies
soll noch einmal an der Zeitdilatation erlautert werden. Fiir die Berechnung
der Zeit-Dilatation hatten wir die beiden Gleichungen:

vr

o= 5 <t - c—2> (2.3.59)
v

t = v (t/ + ?) (2.3.60)
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Fiir die Zeitdilatation haben wir oben die Gleichung 2.3.60 benutzt und
mit 2’ =0

t =t (2.3.61)

erhalten. Bei Gleichung haben natiirlich ¢t und ' die gleiche Bedeutung,
aber wir hiatten das Ereignis an zwei unterschiedlichen Orten x beobachtet, da
der externe Beobachter sich im Vergleich zur ruhenden Uhr am Ort 2’ = 0
in der Zeit t bewegt. Wenn wir die zuriickgelegte Strecke z = vt ansetzen
bekommen wir aus Gl. 2.3.3:

v? v2 1
t = t—t— | =~t|1——= ) =—t 2.3.62
! ( 02) ! ( 02) ¥ ( )
—_——

1
72

was identisch ist mit der Losung unter Benutzung von Gl. 2.3.60.

Die Beziehungen zwischen den Zeiten ¢ in ¢’ beschreiben die Relativitéit
der Zeit. Dies kann man an folgendem Beispiel illustrieren: zwei gleich alte
Raumfahrer 1 und 2 starten zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 gleichzeitig und
bewegen sich mit einer Geschwindigkeit v auseinander. Zu einem Zeitpunkt
t, zum Beispiel nach 40 Jahren, blickt der Raumfahrer 1 auf den anderen
Raumfahrer 2. Da dieser sich mit v bewegt, erscheint dieser ihm jiinger,
zum Beispiel 20 Jahre jiinger. Allerdings zeigt sowohl die biologische Uhr
(=ruhende Uhr im jeweiligen Bezugssystem) von Raumfahrer 1 als auch die
von Raumfahrer 2 zu diesem Zeitpunkt jeweils 40 Jahre an. Dies ist kein
Widerspruch, da Raumfahrer 1 von seinem Bezugssystem auf das andere
sich bewegende Bezugssystem schaut, und nur deshalb ihm der Raumfahrer
als 20 Jahre jiinger erscheint. Umgekehrt sieht auch der Raumfahrer 2, wenn
er zuriick blickt, den Raumfahrer 1 um 20 Jahre verjiingt. Zusammenfassend
1Bt sich sagen, dafl jeder der beiden Raumfahrer den anderen als 20 Jahre
jiinger sieht.

Nach der Transformation von Ort und Zeit, wollen wir im folgenden noch
eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten ableiten. Zunéchst gilt:

d dx’
Uy = d—f ul, = d—:; (2.3.63)
Wir konnen dies erweitern zu:
dx’ dt

~1/2
Mit v = (1 — ﬁ) und t = vy (t' + va’/c) ergibt sich:

c2
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dx v dz’

L= (= - 14 —— 2.3.
Uy v(dt v>7(+62dt,) (2.3.65)

/ . .
Nachdem % =y, und % = «/, gilt, bekommen wir:

o, = 1“‘”—_“ (2.3.66)

auch w;, und u/, héingen von v und u, ab:

/ Uy 1
= — — 2.3.67
. 1
W= = (2.3.68)
l—u,z v

Die Transformation von Léngen y, z senkrecht zur Richtung x die sich mit
Geschwindigkeit v bewegt ist nicht mehr einfach y = ¢’ und 2’ = z weil fiir
die Bestimmung einer Geschwindigkeit eine Strecke pro Zeit gebildet wird.
D.h. wihrend sich eine Lénge y oder z zunéchst nicht dndert so muss doch
die Zeit transformiert werden.

Relativistische Energie-Impuls-Beziehung

Auch fiir Teilchenstofe bei sehr hohen Geschwindigkeiten soll die Impulser-
haltung gelten. Wir betrachten dazu zwei Teilchen A und B, die miteinander
stoflen. Hierbei kann man zwei Beobachtungsstandpunkte wéhlen: zum einen
befindet sich der Beobachter am Ort des Teilchens B und beobachtet den
Stof} mit einem herankommenden Teilchen A; zum anderen befindet sich der
Beobachter am Ort des Teilchens A und beobachtet den Stoff mit dem heran-
kommenden Teilchen B. In beiden Fillen soll der Beobachter die Giiltigkeit
der Impulserhaltung bestétigen konnen.

Nehmen wir an, daf§ der Impuls vor und nach dem Stofl in y-Richtung
gleich Null sei. D.h. fiir einen Beobachter, der auf B sitzt, muf} gelten:

MAVy, +mpvy, =0 (2.3.69)

wahrend ein Beobachter, der A sitzt gelten muf:

myv, +mpv,, =0 (2.3.70)

Wie stehen jetzt die beiden Bezugssysteme im Zusammenhang? Wir be-
trachten dazu die Transformation die entsteht, wenn wir von dem System
mit ruhendem B in ein bewegtes Bezugssystem gehen, daf§ sich mit v, mit
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VI S
Vyli ! System
o ___ —')A
Vi B ruht in x-Richtung
©B
X
Y N
Vi 1 System*
e A A ruht in x-Richtung
© B
X

Abbildung 2.3.12: Impulserhaltung bei relativistischen Geschwindigkei-
ten.

bewegt, was dazu fiihrt, dafl jetzt A ruht. Nach der Lorentztransformation
verkniipfen sich die Geschwindigkeiten:

vy /Y
= — 2.3.71
Aufgelost nach den Komponenten v, und v,, ergibt sich mit v, = v und
Ugy = 0:

. vy/ v/
U = 7 _yvxlc% = y—z—j = YUy, (2.3.72)
1
vr= Wl = —0y, (2.3.73)

Y2 v
o

D.h. setzen wir diese Beziehungen in die Impulserhaltung ein so erhalten
wir:
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1
* * * * k *
MAVy, + MBUy, = M AUy, + MpUy, = M 4YVy, + mB;Uyz (2374)

Dies kann nicht erfiillt werden fiir my = m’% und mp = mp. Wir versu-
chen den Ansatz einer geschwindigkeitsabhdngigen Masse:

m(v) = ymg (2.3.75)

I

1V
C

Abbildung 2.3.13: Relativistische Massenzunahme.

und bezeichnen my als Ruhemasse eines Objektes. Mit dieser Ersetzung
148t sich zeigen, dafl
maA(V)Vy, + Mp Uy, = MA Yy, + mB(v);vy2 (2.3.76)

zu dem Ausdruck wird:
1
MA0YVy, + MB,0Vy, = MAQ YUy, + mB,O’Y;Uyz (2.3.77)

MAYVy + MB Uy, = MA0YVy + MB Uy, (2.3.78)

D.h. die Impulserhaltung 148t sich erfiillen, wenn man formal die Masse
eines Korpers als geschwindigkeitsabhéngig definiert. Demzufolge wird der
relativistische Impuls eines Teilchens zu:

2579

Was bedeutet dies fiir die kinetische Energie, die ein ruhender Beobachter
sieht fiir ein Teilchen, dafl sich nahe der Lichtgeschwindigkeit bewegt? Die
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kinetische Energie dndert sich durch die Bewegung eines Teilchens in einem
Kraftfeld geméf:

- dp dp ds
dE};, = Fds = —ds = — —dt = vd, 2.3.
kin S dt S dt dt vap ( 3 80)
Durch Integration ergibt sich Ey;, zu
v v dp
Eyin = dp = —d 2.3.81
oo = [ vo= [ (2.381)
mit
1
p(v) = ———=mov (2.3.82)
v2
ergibt sich:
Epin = ymoc® — moc? (2.3.83)

Auch hier kann man fiir den Fall v < ¢ wieder den nicht-relativistischen
Fall fiir die kinetische Energie ableiten. Aus

02 —-1/2
Eyin = <1 — —2) moc — moc? (2.3.84)
c
wird mit der Entwicklung fiir kleine GréBen &: (1 — &)™ /* =1+ 2+ ..
die kinetische Energie zu:
B LY 2 . (2.3.85)
in = —— | mpc® — moc” = —mov 3.
k 5 2 0 0 50
Man definiert die Ruheenergie zu:
Ey = myc? (2.3.86)
und die relativistische Gesamtenergie als:
E = vymoc® = Ejip + moc? (2.3.87)

Laut dieser Formel sind die Energie E und die Masse eines Teilchens
dquivalent. Man spricht vom Aquivalenzprinzip, da Masse und Energie
nur unterschiedliche Beschreibungsformen fiir ein und dieselbe Sache sind.
Dies widerspricht zunéchst der normalen Anschauung, da Masse und Ener-
gie in der nicht-relativistischen Beschreibung fiir ganz unterschiedliche Dinge
eingefithrt wurden. Es gilt aber zu beachten, daf§ die Masse eines Korpers
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als Proportionalititskonstante zwischen Beschleunigung und der wirkenden
Kraft eingefithrt wurde. Nur als diese Grofle wird die Masse in den Expe-
rimenten und der Naturbeobachtung sichtbar. Wenn, die Naturbeobachtung
sagt, dafl bei hohen Geschwindigkeiten der Ausdruck m (die Proportiona-
litdtskonstante Masse) eine Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit enthélt
so entspricht dies einer erweiterten Definition von m, so wie sie Newton
eingefithrt hatte. Die Masse eines Korpers hidngt von der Geschwindigkeit
abhingt, um sein Verhalten bei Beschleunigungen richtig zu beschreiben.
Die kinetische Energie ist mit der Geschwindigkeit eines Korpers verkniipft.
Wenn jetzt die Masse auch mit der Geschwindigkeit verkniipft ist, so muf3
auch die Energie und Masse in einer Beziehung zueinander stehen, ndmlich
E = ymqc?.

Diese Aquivalenz von Masse und Energie hat Einstein in einem Gedan-
kenexperiment demonstriert. Betrachten wir dazu einen geschlossenen Ka-
sten wie in Abb. 2.3.14 illustriert. Auf der linken Seite des Kasten soll ein
Lichtblitz ausgesandt werden. Dieser hat einen Impuls der Grofe:

Abbildung 2.3.14: Einstein’s Gedankenexperiment zur Aquivalenz von
Masse und Energie.

E

Pricht = — (2.3.88)
Wegen der Impulserhaltung bekommt der Kasten der Masse M einen
entsprechenden Impuls iibertragen (Pkasten = —PLicht)und bekommt die Ge-
schwindigkeit:
p asten
UKasten = Kj\j (2389)

Wahrend der Zeit At = %, kann der Kasten sich um eine Strecke Ax
bewegen, bevor die Absorption des Lichtpulses auf der anderen Seite des
Kastens diese Bewegung wieder stoppt.
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Ax =v

L L E
== PE_ (2.3.90)

T Mc M
Das negative Vorzeichen bringt zum Ausdruck, dafl der Kasten sich in
negative x-Richtung bewegt hat. Nachdem der Kasten allerdings nach aussen
hin abgeschlossen ist, darf sich sein Schwerpunkt nicht &ndern. D.h. wenn
der Kasten sich um eine Strecke Az nach links verschoben hat, mufl eine
entsprechende Masse m mit dem Lichtblitz nach rechts gewandert sein.

MAz+mL=0 (2.3.91)

Setzen wir dies in ein, folgt daraus:

E = mc? (2.3.92)

D.h.  durch diese einfache Uberlegung hat Einstein wieder
das Aquivalenzprinzip von Masse und Energie abgeleitet. Dieses
Aquivalenzprinzip wird auf eindrucksvolle bei dem Zerfall von Atom-
kernen und der Bildung von neuen Elementarteilchen sichtbar: Beim Zerfall
von Atomkernen wird Ruheenergie moc? in Bewegungsenergie ymgc? — mqc?
der Reaktionsprodukte umgewandelt. Da die Ruheenergie sehr grof ist
(In Einheiten eV, hat ein Proton eine Ruheenergie von ca. 1 GeV), ent-
stehen bei diesen Kernreaktionen entsprechend schnelle Produkte. Auch
der umgekehrte ProzeB ist moglich. Bei einem inelastischen Stofl zweier
Teilchen wird die kinetische Relativenergie in innere Anregung umgesetzt.
Falls diese frei gesetzte Energie ausreicht, um die Ruheenergie eines neuen
Teilchens zur Verfiigung zu stellen wird dieses gebildet. Schiefit man zum
Beispiel zwei Elektronen auf einander (bzw. Elektron und Positron) mit
einer Relativgeschwindigkeit, die einer Energie von 1 GeV entspricht, kann
dabei spontan ein Proton entstehen. D.h. wenn Teilchenphysiker neue
Elementarteilchen zu entdecken versuchen, so benutzen sie Beschleuniger,
die Energien zur Verfiigung stellen, die ausreichen, um die Ruheenergie des
vorhergesagten Teilchens in einem inelastischen Stof} frei zu setzen.

In einem weiteren Schritt hat Einstein die spezielle zur allgemeinen Re-
lativitdtstheorie erweitert. Wahrend die spezielle Relativitdtstheorie von
den Voraussetzungen konstante Lichtgeschwindigkeit und Inertialsystem aus-
geht, basiert die allgemeine Relativitédtstheorie nur noch auf der konstanten
Lichtgeschwindigkeit. Einstein erkannte, dafl es durch die Verkniipfung von
Masse, Energie, Zeit und Léngen so etwas wie ein absolutes Koordinatensy-
stem bzw. Inertialsystem nicht gibt. Masse und Raum stehen in Beziehung
zueinander wobei sich der Raum durch die Anwesenheit einer grofien Masse
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kriimmt und Lichtstrahlen grundsétzlich auf diesen gekriimmten Koordina-
tenachsen ausbreiten. 1920 wurde dies experimentell nachgewiesen durch die
Beobachtung der Ablenkung des Lichtes von Sternen im Schwerefeld der Son-
ne.
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2.4 Ausgedehnte starre Korper

Nach der Betrachtung der Mechanik eines Massenpunktes bzw. eines Sy-

stems von Massenpunkten, werden im folgenden ausgedehnte, starre Kérper
behandelt.

2.4.1 Translation und Rotation

Ein ausgedehnter Korper ist zunéchst durch eine Massenverteilung charak-
terisiert, die sich iiber sein Volumen erstreckt. Fiir die Beschreibung der
Bewegung dieses Korpers im Raum (Translation) im Sinne eines Massen-
punktes, 148t sich diese Masse auf den Schwerpunkt zusammenfiihren. Der
Ort des Schwerpunktes Fgchwerpunkt €rgibt sich aus einer Integration iiber das
Volumen des Korpers der Gesamtmasse M zu (siche Abb. 2.4.1):

B 1 . 1 R
T'Schwerpunkt = M rdm = M Tp(T)dT (241)
Volumen Volumen

Abbildung 2.4.1: Bestimmung des Massenschwerpunkts eines Korpers.

mit p(7) der Dichte des Korpers. Ein ausgedehnter Korper besitzt die
Moglichkeit zu rotieren. Man unterscheidet feste Achsen und freie Ach-
sen. Bei festen Achsen ist die Rotationsachse durch ein mechanisches La-
ger festgelegt. Bei einer freien Achse betrachtet man den Korper isoliert im
Raum. Die Bewegung dieses Kérpers laBt sich als Uberlagerung einer gradli-
nigen Bewegung, der Translation und einer Rotation darstellen. In einem
Bezugssystem, das sich mit dem Schwerpunkt mit bewegt, geht die Achse
der Rotation immer durch den Schwerpunkt.

]_1 1 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.4. AUSGEDEHNTE STARRE KORPER KAPITEL 2. MECHANIK

Nehmen wir einen isolierten Korper, der sich um eine Achse durch den
Schwerpunkt dreht. Der Vektor, der einen Punkt ¢ mit dem Schwerpunkt
verbindet ist:

Ry = 7 — 7 (2.4.2)

Dadurch wird die Relativgeschwindigkeit v;s zu:
dris
dt

Der Abstand |75 = ist konstant bei einer Rotation des Korpers um eine
Achse durch den Schwerpunkt. Deshalb gilt:

= Ty = T — 7, (2.4.3)

d
—7rs =0 244
dtr’LS ( )

Leitet man 72, nach der Kettenregel ab, so bekommt man:

2 Ui = 0 (2.4.5)

D.h. der Vektor v;, steht senkrecht auf 7;,. Diese Bahngeschwindigkeit
1483t sich somit einfach mit der Winkelgeschwindigkeit & ausdriicken zu:

Uis = W X Tg (2.4.6)

Jedem Punkt auf dem Korper kann somit nach GI. 2.4.2 eine Geschwindig-

keit v; zugeschrieben werden, die sich aus der Schwerpunktsgeschwindigkeit
U, und der Bahngeschwindigkeit zusammensetzt:

—

U; = U + (w X Tig) (2.4.7)

2.4.2 Drehmoment und Drehimpuls
Drehmoment

An einem Korper greift an einem Punkt eine Kraft F an. Falls dies Kraft nicht
am Schwerpunkt angreift, erzeugt diese Kraft eine beschleunigte Translation
und Rotation des Korpers. Geméfl der Hilfskonstruktion in Abb. 2.4.3 lassen
sich die Anteile Translation und Rotation ableiten. Dazu erzeugen wir ein
Kraftepaar F; und ﬁg, das am Schwerpunkt angreift. Die Kraft, die zu einer
beschleunigten Translation fiihrt ist Fy. Die Krifte, die zu einer Rotation
fiilhren sind die Kréfte ﬁl und ﬁg. Nachdem die Rotationsachse durch den
Schwerpunkt geht, erzeugt nur F ein sogenanntes Drehmoment geméf:
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)

Abbildung 2.4.2: Rotation eines Kérpers um eine Achse durch den Schwer-
punkt.

Dg=7,x F (2.4.8)

wobei | der senkrechte Abstand zwischen dem Punkt an dem die Kraft
angreift und der Rotationsachse ist. Das Drehmoment auf einem Koérper im
Schwerefeld der Erde 148t sich auch ausnutzen um den Massenschwerpunkt
experimentell zu bestimmen (siehe Abb. 2.4.4). Die Summe der Drehmo-
mente, die gemafl mg an einem Korper angreifen, falls die Drehachse am
Ursprung von 7 liegt:

—

D:/Fxﬁdm:—gx/de:—gjx s M (2.4.9)
%

Falls die Drehachse durch den Schwerpunkt geht ist 7, = 0, d.h. die Dreh-
momente gleichen sich aus. Im Schwerpunkt kann ein Kérper in beliebige
Orientierungen aufgehiingt sein. Dies ist gleichbedeutend mit der einer Ge-
wichtskraft, die immer am Schwerpunkt eines Korpers angreift. Wenn man
einen Korper an unterschiedlichen Punkten aufhéngt, so ist im Gleichge-
wicht der Schwerpunkt immer unterhalb des Punktes an dem der Korper
aufgehéangt ist. Wahlt man nun mehrere Authéingepunkte, so 1afit sich der
entsprechende Schwerpunkt interpolieren.

In einem abgeschlossenen System miissen sich die Drehmomente unter-
einander aufheben. Liegt der Korper auf, wie zum Beispiel bei einer Balken-
waage (siehe Abb. 2.4.5), so miissen sich die angreifenden Drehmomente in
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Abbildung 2.4.3: Greift eine Kraft F an einem Korper an, 148t sich durch
eine Hilfskonstruktion ein Kréftepaar F, und Fy einfithren, das am Schwer-
punkt angreift. F, fithrt zu einer beschleunigten Translation, Fy und Fj
fiihren zu einer Rotation.

der Summe aufheben:

Fl X ﬁl = FQ X FQ (2410)

Fiir ausgedehnte Korper, die sich gleichformig bewegen, mufl immer die
Summe iiber alle Kréfte und Drehmomente gleich Null sein:

Y F =0 (2.4.11)

> o7 xF, = 0 (2.4.12)

Drehimpuls

Analog zum Impuls kann man auch der Rotation eines Korpers einen Dre-
himpuls zuordnen. Das einzelnen Volumenelement geméfl Abb. 2.4.6 besitzt
einen Drehimpuls beziiglich der Rotationsachse von:

Li(Am;) = 7 x (Amyv}) (2.4.13)

bzw.
L= 7 X (Am;0;) (2.4.14)

mit U; = J x 7; ergibt sich
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(@]

Abbildung 2.4.4: Wird ein Korper in einer Achse durch den Schwerpunkt
aufgehéngt, so ist er in jeder Position im Gleichgewicht, d.h. es wirkt kein
Netto-Drehmoment.

S i

Abbildung 2.4.5: Beispiel Balkenwaage. Im Gleichgewicht heben sich die
Drehmomente auf.

]
—
T
=
R
O

Fiir r; = r; | fallt der zweite Term weg, da der Ortsvektor senkrecht zur
Drehachse steht:

-

L; =75 &m; (2.4.16)

Integriert man iiber alle Volumenelemente m; so bekommt man den ge-
samten Drehimpuls zu:

L= i md (2.4.17)

Dieser Ausdruck lait sich verkiirzt schreiben als

L=13 (2.4.18)
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Abbildung 2.4.6: Drehimpuls eines Koérpers, der sich um eine Achse &
dreht.

Den Ausdruck:

I= /ripdv (2.4.19)

bezeichnet man als Tragheitsmoment. Dieses Trégheitsmoment bezieht
sich immer auf eine gegebene Rotationsachse! Wie bei dem System von Mas-
senpunkten gilt auch fiir den Drehimpuls bei ausgedehnten Kérpern die Dre-
himpulserhaltung. Dies soll an zwei Beispielen erlautert werden:

e Drehimpulserhaltung

Betrachten wir einen Eisldufer der eine Pirouette dreht. Dabei bleibt
sein Drehimpuls konstant. Hat er zwei Hanteln in der Hand mit der
Gesamtmasse m, so ist deren Drehimpuls

L=mr& (2.4.20)

Wenn er den AbsEand 7| zu seiner Drehachse verkleinert, mufl sich
@ erhohen, damit L konstant bleibt. D.h. seine Winkelgeschwindigkeit
erhoht sich!

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum ]_16



KAPITEL 2. MECHANIK 2.4. AUSGEDEHNTE STARRE KORPER

e Versuch Drehstuhl

Eine Person sitzt auf einem Drehstuhl und bekommt ein rotierendes
Rad iiberreicht, dessen Drehachse parallel zur Drehachse des Dreh-
stuhls orientiert ist. Wenn diese Person die Drehachse des rotierenden
Rades um 180° dreht, so beginnt der Drehstuhl sich gegenléufig zu dre-
hen. Dies 148t sich wieder durch die Drehimpulserhaltung erkléren, wie
in Abb. 2.4.7 verdeutlicht. Es gilt:

Evorher - ERad (2421)
Enachher - _ERad + EDrehstuhl (2422)
(2.4.23)
LRad LSumme =
N I—Stuhl
LRad
\ )\ J
| [
vorher nachher

Abbildung 2.4.7: Drehstuhl-Experiment: Falls jemand auf einem Dreh-
stuhl ein rotierendes Rad, entsprechend einem Drehimpuls L g,y umdreht,
so beginnt sich der Drehstuhl wegen der Drehimpulserhaltung zu drehen.

Fiir die Definition des Drehimpulses haben wir eine neue Grofle, das
Trégheitsmoment, eingefiihrt. Betrachten wir den allgemeinen Fall eines
Korpers der um eine Achse B rotiert. Das Trigheitsmoment Ig ist:

Iy — / r2dm = / (7, + @) dm (2.4.24)
14 Vv

Mit @ dem senkrechten Abstand des Schwerpunktes von der Achse und 7
dem Ort des Massenpunktes beziiglich des Schwerpunktes. Beide Vektoren @
und 75 befinden sich in einer Ebene senkrecht zur Drehachse. Wir bekommen:
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IB:/ffdm—l—Qa/Fsdm+a2/dm (2.4.25)
1% 14 v
—_——

Man erkennt, dafl sich das Trédgheitsmoment aus zwei Anteilen zusam-
mensetzt:

IB = IS + CL2M (2426)

Abbildung 2.4.8: Steiner’scher Satz: das Tragheitsmoment durch eine Ach-
se & 148t sich als Summe des Tragheitsmomentes beziiglich einer parallelen
Achse durch den Schwerpunkt plus Ma? darstellen. Mit M der Masse des
Korpers und a dem senkrechten Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt.
Die Vektoren @ und 7 befinden sich in einer Ebene senkrecht zur Rotati-
onsachse.

Man bezeichnet dieses Gesetz als den Steiner’schen Satz. Im folgenden
sind einige Trégheitsmomente einfacher Korper abgeleitet:

e diinne Scheibe

Das Tragheitsmoment einer diinnen Scheibe der Hohe h und Radius R
ist geméfl Abb. 2.4.9:

R
1
I, = / (* +9°) pdV = 27Thp/ rridr = §Ph7TR4 (2.4.27)
v 0

mit M = wR%hp ergibt sich:
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I =_-MR? (2.4.28)

e
!

Abbildung 2.4.9: Berechnung des Trégheitsmomentes fiir eine flache Schei-
be und einen Hohlzylinder.

e Hohlzylinder

Fiir das Trégheitsmoment eines Hohlzylinders mit Radius R und einer
Wandstéirke d bekommt man:

R
I.=p / r2dV = 2mwhp / ridr ~ 2rphR*d (2.4.29)
|4 R—d

fiir d < R. Mit M = 2n Rdhp ergibt sich:

I.= MR? (2.4.30)

e Vollzylinder

Fiir das Tréagheitsmoment eines Vollzylinders mit Radius R bekommt
man:

1
I, = §MR2 (2.4.31)

e Kugel

Fiir das Tragheitsmoment einer Kugel mit Radius R erhalten wir:

I= %MRQ (2.4.32)
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Betrachten wir noch einmal den allgemeinsten Fall eines einfachen
Korpers wie einer Hantel, der asymmetrisch beziiglich einer festen Achse
@ rotiert. Der Drehimpuls der beiden Massen m am Ort 7, und 75 ergibt sich
zu (siehe Abb. 2.4.10):

L =7 X miy + T X mi, (2.4.33)

Aus der Abb. 2.4.10 erkennt man, daf§ die Richtung des Drehimpulsvek-
tors zu einem beliebigen Zeitpunkt nicht in die Richtung . Wahrend der
Rotation iiberstreicht die Spitze des Vektors L einen Kreis um die Richtung
von &, so daB wir einen mittleren Vektor (L) angeben kénnen. Dieser berech-
net sich zu:

Abbildung 2.4.10: Rotation einer Hantel um eine asymmetrische Achse
&@. Durch die Fliehkrifte wirkt ein Drehmoment auf das Lager der Achse.

<E> =71 X MUy + T | X MU (2.4.34)

und man bekommt wieder die Beziehung wie oben:

(Ly=(F_ xm+75,)d (2.4.35)

-

D.h. (L) ist wieder parallel zu &. Durch die Zentrifugalkrifte wirkt aller-
dings ein Drehmoment auf die Achse: durch die Zentripetalkraft entsteht ein
Drehmoment, daf§ die Richtung de Vektors L im Sinne der obigen Prézession
andert, da gilt ﬁHantel = ‘il—’;j. Diesem Drehmoment wirkt ein Drehmoment
im Lager ﬁLagET entgegen geméaf: [jHantel = —ﬁLager. Geméf Zeichnung ist
dieses Drehmoment 5Lager gegeben als:
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2 U2

| Bpager| = rpm—t + ry ym—2- (2.4.36)
1,1 T2,1

Dieses Drehmoment wirkt auf eine Ausrichtung der Hantel senkrecht
zur Drehachse. Demnach bewirken die Fliehkréfte eine Mazimierung des
Trégheitsmomentes. Das Drehmoment auf das Lager bei der Rotation ei-
nes unsymmetrischen Korpers um eine feste Achse wird im téglichen Leben
als Unwucht wahr genommen, die dieses Lager ausschlagen kann. Das Aus-
wuchten eines Autorades, versucht genau diese Unwucht durch entsprechen-
de Zusatzgewichte zu vermeiden.

2.4.3 Die kinetische Energie der Rotation

Neben dem Drehimpuls, 148t sich auch eine Energie definieren, die sich in der
Rotationsbewegung befindet. Diese ist gegeben durch die Geschwindigkeiten
aller Massenelemente. Fiir ein einzelnes Massenelement Am, gilt:

1 1
By, = §Amivf = §Amirl~2’Lw2 (2.4.37)
damit ergibt die gesamte Rotationsenergie:
Ly 2 L, 2
ERrotation = §w ridm = éw ripdV (2.4.38)
bzw.
L.
ERotation = EIW (2439)

Mit dem Drehimpuls L=1 w, konnen wir die Rotationsenergie auch
darstellen als:

117

ERotation == 57
Die Rotationsenergie ist neben der kinetischen und der potentiellen Ener-

gie eine weitere Moglichkeit wie ein Korper Energie speichern kann. Der Ein-

fluss dieser Energie sei an zwei Beispielen illustriert:

(2.4.40)

e Voll- und Hohlzylinder auf der schiefen Ebene

Betrachten wir das Abrollen eines Voll- und Hohlzylinders auf einer
schiefen Ebene. Welcher Zylinder erreicht das Ende der Rampe am
schnellsten? Bei der Mechanik eines Massenpunktes war die Antwort
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Abbildung 2.4.11: Berechnung der Rotationsenergie eines Korpers, der
um eine Achse & rotiert.

gleichzeitig, da die Beschleunigung im Schwerefeld der Erde unabhéngig
von der Masse des Korpers ist. Im Falle eines ausgedehnten Korpers,
wirkt jedoch zusétzlich ein Drehmoment, das den Korper in Rotation
versetzt, wie in Abb. 2.4.12 veranschaulicht.

Abbildung 2.4.12: Abrollen eines Zylinders von einer Ebene. Bewegt sich
die Achse mit einer Geschwindigkeit ¥, so muf} die Bahngeschwindigkeit eines
Punktes auf der Zylinderfliche am Kontaktpunkt — sein.

Dieses Drehmoment fiihrt zu einer Anderung des Drehimpulses und der
Zylinder beschleunigt seine Rotation. Bei dem Abrollen auf der schie-
fen Ebene wird potentielle Energie in kinetische Energie umgewandelt.
Diese kinetische Energie bei ausgedehnten Koérpern setzt sich aus einem
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Beitrag der Schwerpunktsbewegung und der Rotation zusammen.

Eiin = %MU? + %ISQP (2.4.41)
D.h. bei Korpern mit einem grofien Trégheitsmoment verbleibt ei-
ne kleinere Beitrag der zur Verfiigung stehenden Energie, der in der
Schwerpunktsgeschwindigkeit steckt. D.h. Korper mit einem grofien
Tragheitsmoment kommen spéter unten an. Vergleicht man somit einen
Vollzylinder (I, = $Mr?) und einen Hohlzylinder (I, = Mr?) gleicher
Masse, so erreicht der Vollzylinder den Fufl der schiefen Ebene als er-
stes. Die Winkelgeschwindigkeit w 1&8t sich aus der Geschwindigkeit
des Schwerpunktes v ableiten. Nachdem der Kontaktpunkt der Rolle
zur Ebene in Ruhe ist, mufl v des Schwerpunktes identisch mit der
Bahngeschwindigkeit eines Punktes auf dem Zylindermantel sein, d.h.

w = . Damit ergibt sich fiir die kinetische Energie mit Is = %M R?

3
Erin = ZMUZ (2.4.42)
Im Vergleich zu einer gleitenden Rolle, bei der die kinetische Energie
M V2 eitena 15t, kann die Geschwindigkeit der rollenden Kugel vyquend
nur kleiner als vgeitend sein, da in beiden Fallen die potentielle Energie
mgh umgewandelt wird.

rotierende Kette

Betrachten wir jetzt eine bewegliche Kette, die an einem Faden auf-
gehéngt ist, den ein Motor in Rotation versetzt. Die Rotation des Mo-
tors gibt dem System eine konstante Winkelgeschwindigkeit vor. Durch
die Anderung der Form der Kette @ndert sich aber auch die Rotations-
energie:

1
ERotation = 5162 (2443)

Zu Beginn wird die Zentrifugalkraft dazu fithren, daf§ sich die Kette
der Masse M zu einem Ring mit Radius R weitet, der zunédchst um
die Achse des Fadens rotiert. Fiir eine solche Rotationsachse, die durch

den Durchmesser des Kreises fithrt bekommt man ein Tragheitsmoment
von [ = %M R2.

Bei hoherer Drehgeschwindigkeit werden allerdings die Zentrifugal-
kriafte wichtiger und die Fliehkréfte fithren zu einer Mazimierung

123
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des Tragheitsmomentes. D.h. rotiert das System schliellich wie in
Abb. 2.4.13 illustriert, so bekommt man einen giinstigeren Zustand,
da das Triagheitsmoment fiir eine Rotationsachse senkrecht zur Ebe-
ne des Kreises (I = MR?) sich vergroBert. Man sieht, dass das
Trégheitsmoment sich kontinuierlich erhoht, weil die Zentrifugalkraft
das Objekt so lange verformt bzw. dessen Rotationsachse dndert bis
das die Zentrifugalkraft die Form nicht weiter &ndern kann.

DE Motor L._‘ Motor u Motor
' <3, <o

Abbildung 2.4.13: Die Rotation eines Motors gibt einem System beste-
hend aus einem Faden, an dem eine bewegliche Kette aufgehéngt ist einen
festen Drehimpuls vor. Durch die Fliehkrifte wird das Triagheitsmoment
maximal.

e wirbelndes Buch

Ahnlich zu dem Beispiel der rotierenden Kette, la8t sich auch die Ro-
tation eines Buches zumindest qualiativ erklaren. Wie schon erwahnt
ist eine Rotation um eine Achse mit dem geringsten Tréagheitsmoment
am giinstigsten fiir die Rotationsenergie. Allerdings fithren die Zentri-
fugalkréfte dazu, dafl eine Rotation um eine Achse mit dem grofiten
Trigheitsmoment angestrebt wird (siehe rotierende Kette). Bei einem
Buch mit seinen 6 Seitenflichen, kann man drei Tragheitsmomente un-
terscheiden. Die Rotation um die Achsen mit dem kleinsten und grofiten
Tragheitsmoment sind stabil. Die Rotation um eine Achse mit dem
mittleren Tragheitsmoment ist instabil, das Buch taumelt.

2.4.4 Kinematik der Rotation
Rotation um eine feste Achse

Wird auf einen Korper ein Drehmoment ausgeiibt, so éndert sich dessen
Drehimpuls. Leitet man Gl. 2.4.13 nach der Zeit ab, so erkennt man, dafl
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Translation Rotation
Geschwindigkeit | v Winkelgeschwindigkeit | <
Masse | m Tréagheitsmoment | [
Impuls | p'=mv Drehimpuls L=lw
Kraft | F Drehmoment | D
2. Newton’sche Axiom | F = % D= %
kinetische Energie | 2mo? s1w?

Tabelle 2.2: Vergleich der Beschreibung von Translation und Rotation

die Anderung des Drehimpulses von Massenelement Am; mit der Zeit gleich
dem angreifenden Drehmoment ist. Es gilt:

dL;(Am;) | dF. . | dAm;v;
_ Ay, 2.4.44
7 7 x(Amv;) | + mx( = ) ( )
U5 Jal

Die erste Klammer fillt weg, da v;||0; und damit das Kreuzprodukt zu
Null wird. Die zweite Klammer ergibt 7| x F', das Drehmoment. Damit be-
kommen wir:

L -
mit L = Jw = I% ergibt sich:
- d?
D= Jd—;f = (2.4.46)

Man erkennt, dal man dhnlich zu den Gesetzen fiir die Translation einen
Zusammenhang zwischen dem Winkel und den wirkenden Drehmomenten be-
kommt, dhnlich zum zweiten Newton’schen Axiom. Diese Tatsache 148t sich
durch die Verkniipfung von Drehimpuls, Drehmoment und Tragheitsmoment
darstellen, die den Groflen zur Beschreibung der Bewegung eines Massen-
punktes, Impuls, Kraft und Masse entsprechen. Dies ist in Tab. 2.2 ge-
geniibergestellt:

Auch bei einer gleichméflig beschleunigten Rotation kénnen wir analog
zur Translation die Kraftgleichung

2
_ o

D=1—s (2.4.47)
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integrieren und erhalten eine Funktion ¢(¢) von:

1D

Der Ausdruck D/I entspricht einer Winkelbeschleunigung (= F/m bei
der Translation) und der Ausdruck wy ist die Winkelgeschwindigkeit zum
Zeitpunkt t = 0. Auf der Basis dieser Bewegungsgleichung wollen wir noch
einmal den Fall eines Zylinders betrachten, der eine Ebene mit Winkel « her-
unterrollt. Aus einem Kréftediagramm erkennen wir, dafl das Drehmoment
um den Auflagepunkt gegeben ist als:

D = Mgsin(a) - r (2.4.49)

Dieses Drehmoment versetzt den Zylinder in Rotation, der sich um seinen
Auflagepunkt abrollt. Das giiltige Trégheitsmoment fiir diesen Fall 148t sich
mit dem Steiner’schen Satz ableiten zu:

Abbildung 2.4.14: Abrollender Zylinder, der durch die Schwerkraft be-
schleunigt wird.

I=1I,+ Mr? (2.4.50)
Mit D = 4 (Iw) ergibt sich:

Mgrsina = (I, + Mr®) — (2.4.51)

Die Geschwindigkeit der Achse des Zylinders mufl gleich der Bahnge-
schwindigkeit eines Punktes auf dem Zylindermantel sein!. D.h. fiir die Ach-
sengeschwindigkeit gilt % = rw. Somit ist der Bezug zwischen Beschleuni-
gung der Achse nach unten und der Anderung der Winkelgeschwindigkeit:
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d?s dw
chse — =T—" 2.4.52
Pachse = 2 = gy ( )

D.h. wir bekommen als Beschleunigung:

gsin «
chse — 2.4.53
QA Ach, 1+ ]\/5‘;2 ( )

Die Beschleunigung ist am geringsten, je gréfler das Tréagheitsmoment ist!

Rotation um freie Achsen

Bislang haben wir immer den Fall einer Rotation um eine vorgegebene feste
Achse betrachtet. Dabei ist der mittlere Drehimpuls L immer kollinear zu
der Drehachse &. Im folgenden wollen wir jedoch einen vollkommen freien
Korper betrachten, der zundchst um eine beliebige Achse & rotiert. Hierbei
muB der Drehimpuls L nicht immer in dieselbe Richtung zeigen wie oméga.
Der Drehimpuls beziiglich dieser Achse ist definiert als:

Lo = Am; (7 x §) = Amafs x (w x 7%) (2.4.54)

wenn man das doppelte Kreuzprodukt auslost nach der Regel @ x (5 X C) =
b(@-c)—clda-b)

Fx(@xi) =/ &— (7 Q)7 (2.4.55)

bekommt man:

L= / P& — (73) Fdm (2.4.56)

L=1I& (2.4.57)

N [zx [:ch [xz
I=| 1. 1, I, (2.4.58)
Iz;t ]zy Izz

Die einzelnen Komponenten dieses Tensors sind
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L, = /(7’2—x2) dm:/(y2+z2) dm (2.4.59)
I, = /(r2—y2) dm:/(x2+z2) dm
L. = /(r2—z2) dm:/(x2+y2) dm
bzw.
Ly, = - / zydm (2.4.60)

1., = —/xzdm

Die Rotationsenergie einer freien Rotation ergibt sich in dieser Notation
Zu:

1 -
B, = 507le (2.4.61)

bzw. aufgelost nach den einzelnen Beitriagen.

E. = %QTL,(D = % [wi[m + wjlyy + w?[zz] + wWewy Ly + waw Iy, + wyw, Iy,

(2.4.62)

Bislang haben wir die Rotation in einem willkiirlichen Koordinatensy-

stem ¥,y und Z betrachtet. Allerdings 148t sich durch eine Drehung des Ko-

ordinatensystems der Tensor des Trégheitsmomentes diagonalisieren. D.h.

in einem orthogonalen Koordinatensystem, das durch neue Einheitsvektoren
a, g, ¢ aufgespannt wird, ergibt sich:

. I, 0 0
I=| 0 I, O (2.4.63)
0 0 I
In diesen neuen Koordinatensystem ist die Rotationsenergie einfach:
1
Erot = 3 (W21, + wi Ly + w21 (2.4.64)

Man bezeichnet die Tragheitsmomente [,,I, und [I. als Haupt-
tragheitsmomente. Die Gleichung entspricht der Form nach einer drei-
dimensionalen Ellipsengleichung (z* + y? + 2% = 1). Man spricht von einem
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Tragheitsellipsoid. Es zeigt sich bei einfachen Korpern, das die Achsen @, b
und ¢ auch Symmetrieachsen des Korpers darstellen.

a

Q!

Ol

Abbildung 2.4.15: Das Tréigheitsmoment ergibt ein Rotationsellipsoid fiir
die Grofle des Trégheitsmomentes in eine beliebige Richtung von . Die
Richtungen @ und b und ¢ sind die Haupttragheitsmomente.

Wir kénnen auch den Drehimpuls in diesen Achsen ausdriicken.

L= 1w, + L, + I, (2.4.65)

Nachdem aber die Haupttridgheitsmomente I,, [, und I. nicht immer
gleich grofl sein miissen, mufl der Vektor des Drehimpulses L nicht immer
parallel zur Richtung des Vektors der Winkelgeschwindigkeit & entsprechend
der Rotationsachse sein! Dies kann signifikante Folgen fiir die Bewegung des
Korpers haben. Wir kénnen mehrere Fiélle unterscheiden:

4 Ia = Ib = [c
Falls alle Haupttrigheitsmomente gleich sind, so gilt L||@. D.h. die
Drehachse kann beliebig sein, da der Kérper komplett symmetrisch ist.
o [, #1I,+# I. aber w, = const. und w, = w, =0

Falls alle Haupttragheitsmomente unterschiedlich sind, aber nur eine
Komponente &, # 0 ist, so gilt L||<J. D.h. die Drehachse trifft genau
eine Symmetrieachse des Korpers.
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o [, # I, # I. aber & beliebig

Falls alle Haupttragheitsmomente unterschiedlich sind aber auch & be-
liebig ist, ist L nicht mehr parallel zu @&. Dies 148t sich grafisch in Abb.
2.4.16 veranschaulichen. Betrachten wir den Fall dafl I, = I, # I..
Die Rotation teilt sich auf in eine Rotation parallel zu ¢, w. und eine
Rotation senkrecht dazu w; = \/w? + wi.

(0]

c
a)clc L |1
O

IS
_____________________ L@
) A e
c
@
O, a)LIa

Abbildung 2.4.16: Nutation von & fiir den Fall, daf} die Richtungen von
L und & unterschiedlich sind.

Was bedeutet dies fiir die Bewegung des Kérpers? Wegen der Drehim-
pulserhaltung ist die Richtung von L ortsfest. Die Rotation um die
Achse ¢ und um die Achse senkrecht dazu kénnen sich aber nicht be-
liebig iiberlagern, da immer L = const. gelten mufl. Es stellt sich eine
sogenannte Nutation* ein, d.h. die Achse ¢ und die Richtung L rotie-
ren gemeinsam um die Richtung von L.

Dies 148t sich noch einmal veranschaulichen durch einen Vergleich der
Drehbewegung um eine feste und um eine freie Achse:

— Bei dem obigen Beispiel der asymmetrischen Hantel, die sich um
eine feste Achse dreht, trat ein Drehmoment auf die Achse auf
("Unwucht”). Dieses Drehmoment fiihrt zu einer Rotation von L
um die ortsfeste Richtung von &@.

4Die Nutation darf nicht mir der Priizession (siehe unten) verwechselt werden. Die
Nutation entsteht bei einem drehmoment-freien Kreisel, wiahrend fiir die Prézession immer
ein Drehmoment wirken muf.
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— Bei einer freien Achse tritt wieder dasselbe Drehmoment auf, wenn
L und @ nicht in dieselbe Richtung zeigen. In diesem Fall bleibt we-
gen der Drehimpulserhaltung allerdings die Richtung von L orts-
fest und & fithrt eine Nutationsbewegung um die ortsfeste Rich-
tung von L aus.

Ein praktisches Beispiel ist ein kardanisch aufgehédngter Kreisel, auf
den durch die Schwerkraft kein Drehmoment ausgeiibt wird. Uberlagert
man der Kreiselbewegung eine Rotation in eine andere Richtung, so
ist damit die Richtung des Gesamtdrehimpulses nicht mehr gleich der
Symmetrieachse des Kreisels. D.h. eine Nutation stellt sich ein, die als
kleine Taumelbewegung der Kreiselachse sichtbar wird.

Der Kreisel

Betrachten wir jetzt den Fall eines Kreisels. Gegeben sei ein Kreisel, der an
seinem unteren Ende unterstiitzt wird. Wird dieser Kreisel um einen Winkel
« aus seiner senkrechten Lage ausgelenkt, wirkt auf seinen Schwerpunkt ein
Drehmoment:

—

D =7xmgj (2.4.66)

Ein Drehmoment fithrt immer zu einer Anderung des Drehimpulses:
dL -
= _D

dt
Nachdem dieses Drehmoment immer senkrecht zum Drehimpuls wirkt,
andert sich die Richtung von L aber nicht dessen Betrag. Es entsteht eine

Priazessionsbewegung (siche Abb. 2.4.15). Die Frequenz der Prézession
ist:

(2.4.67)

do

W, = —
Poodt
Die Anderung des Drehimpulses bei der Prizession ist gegeben als dL =

L sin adg, wie man aus Abb. 2.4.17 ablesen kann. Daraus 143t sich ableiten:

(2.4.68)

dp dL 1 D
dt  dt Lsinaw Lsina
Wenn wir fiir D = rmgsin « und fiir L = Iw einsetzen bekommt man:

(2.4.69)

D rmgsina  rmg

(2.4.70)

Wy = ——— = —— =
P Lsina Twsin o Tw
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D.h. die Prézessionsfrequenz w, ist unabhéngig vom Winkel a.

Bei dieser Prézessionshewegung ist der Gesamtdrehimpuls jetzt nicht
mehr nur durch die Rotation des Kreisels um seine Figurenachse gegeben,
sondern auch durch die Préazessionsbewegung selbst. D.h. die Figurenachse
und die Drehimpulsrichtung sind nicht mehr identisch. Dadurch iiberlagert
sich der Prézessionsbewegung eine Nutation.

r— ~D Lsina-de

Abbildung 2.4.17: Prézession eines Kreisels.

Im folgenden seien drei Beispiele fiir die Anwendung der
Préazessionsbewegung und der Kreiselkrifte genannt:

e Der Kreiselkompass

Diese Prézessionsbewegung wird beim Kreiselkompass ausgenutzt
(siche Abb. 2.4.16): Ein Kreisel wird in Rotation versetzt. Der Krei-
sel ist zusétzlich in einer Achse B senkrecht zu dieser Rotationsachse
aufgehédngt. Diese senkrechte Achse, kann nur parallel zur Erdober-
fliche frei bewegen. Nehmen wir an, der Drehimpuls des Kreisels zeige
zunéchst in eine Richtung wie in Abb. 2.4.18 illustriert. Bei der Ro-
tation der Erde éndert sich die Richtung dieses Drehimpulses, da die
senkrechte Achse immer parallel zum Erdboden bleibt. Wenn der Krei-
sel komplett frei aufgehingt wird (z.B. kardanische Aufhéngung) bleibt
seine Ausrichtung wegen der Drehimpulserhaltung selbst bei einer Ro-
tation der Erde beibehalten!. Durch die Zwangslage von Achse B wird
allerdings ein Drehmoment ausgeiibt, das die Achse des Kreisels nach
Norden verkippt (% = 13) Falls diese Achse genau in Nordrichtung
zeigt und damit parallel zur Rotationsachse der Erde ist, &ndert sich
die Richtung von L bei einer Rotation der Erde nicht mehr. Damit
verschwindet das Drehmoment und der Kreiselkompass behélt diese
Lage bei. D.h. er zeigt bei Bewegung eines Schiffes zum Beispiel immer
Richtung Norden. Im Vergleich zu einer Magnetnadel hat ein Krei-
selkompass den Vorteil, daf3 er auch bei Metallschiffen zum Einsatz
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kommen kann. Eine Magnetnadel wiirde von der Eigenmagnetisierung
eines Metallschiffes selbst zu stark abgelenkt.

Abbildung 2.4.18: Bei einem Kreiselkompass wird ein rotierender Krei-
sel schwimmend gelagert, so daf§ er sich frei um eine Achse senkrecht zur
Kreiselachse selber bewegen kann. Bewegt sich dieser Kompass am Aquator
nach Westen, so dndert sich die Richtung von L und ein Drehmoment wirkt.
Erst wenn L parallel zur Rotationsachse ausgerichtet ist bleibt D= 0, d.h.
der Kompass hat sich ausgerichtet.

e Prizession der Erde

Die Prézessionsbewegung wird auch bei der Bewegung der Erde um die
Sonne wichtig. Die Erde rotiert um sich selbst, was zu einer Abplattung
an den Polgegenden fiihrt (siche Abb. 2.4.19). Im Schwerpunkt der Er-
de heben sich Zentrifugal- und Zentripetalkraft auf. Betrachtet man
aber die Schwerpunkte der Teilvolumina entsprechend der Abweichung
der Erde von der Kugelform, so ist die Zentrifugalkraft auf der Sonnen-
abgewandten Seite im Vergleich zur Gravitationskraft grofler, wihrend
auf der Sonnen-zugewandten Seite die Gravitationskraft grofier als die
Zentrifugalkraft ist. Dadurch wirkt auf die Erdachse netto ein Drehmo-
ment, das zu einer Prézessionsbewegung der Erdachse mit einer Periode
von 26.000 Jahren fithrt. Von der Erde aus betrachtet prazediert damit
auch die Bahn der Sonne vor dem Fixsternhimmel mit dieser Periode.
Dies hat z.B. zur Folge, da8 die Sonne heute nicht mehr in den jewei-
ligen Sternkreisbildern steht, da die Zuordnung zwischen Sonnenbahn
und Sternbild am Fixsternhimmel vor 2000 Jahren vorgenommen wur-

de.

e Fahrradfahren

133
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Sonne

Abbildung 2.4.19: Die Erde ist durch die Rotation abgeplattet. Wahrend
sich fiir eine ideale Kugelform die Zentrifugalkraft und die Gravitation auf-
heben, so ist auf der sonnen-abgewandten Seite der Abplattung, die Zentrifu-
galkraft grofer als die Gravitation, wihrend sie auf der sonnen zugewandten
Seite kleiner ist. D.h. ein Drehmoment entsteht, was zu einer Prézession der
Erdachse mit einer Periode von 26000 Jahren fiihrt.

Die Kreiselkréifte konnen auch die Fahrstabilitédt eines Fahrrades er-
klaren (siche Abb. 2.4.20). Betrachten wir zunéchst das Gleichgewicht
beim Fahrradfahren. Der Schwerpunkt mufl immer auf der Verbin-
dungsachse zwischen den beiden Auflagepunkten der Réder liegen.
Kippt das Fahrrad nach links, mufl man auch nach links lenken, um
den Schwerpunkt auf die Verbindungsachse zu bringen. Durch die
Kreiselkréfte geschieht dies auch beim freihdndig fahren: Kippt das
Fahrrad nach links, wirkt ein Drehmoment durch die Schwerkraft auf
den Drehimpulsvektor des rotierenden Vorderrades. Dies erzeugt eine
Prazession, die das Rad nach links verdreht. Wahrend dieser Links-
kurve wirkt die Zentrifugalkraft, die das Fahrrad wieder gerade stellt.

Es kommt allerdings noch ein zweiter Aspekt hinzu. Bei einem Fahrrad
ist die Lenkachse des Vorderrades schriag gestellt. Die Erfahrung zeigt,
da man mit einem solchen Fahrrad einfach freihdndig fahren kann.
Ein Fahrrad dessen Lenkachse senkrecht steht ist dafiir nicht geeignet.
Woran liegt das? Durch die schrige Lenkachse bekommt man einen
sogenannten Nachlauf, d.h. die Projektion der Lenkachse auf den Bo-
den liegt vor dem Punkt an dem das Vorderrad den Boden beriihrt.
Dadurch entsteht ein Nachlaufen, da das Rad immer der Lenkachse
folgt.
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gerade nach links Prazession Vorderrad
gekippt nach links
%
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Nachlauf
»instabil* ,Stabil*

Abbildung 2.4.20: Ein Fahrrad ist stabil, wenn sein Schwerpunkt auf der
Verbindungsgerade zwischen den Rédern liegt. Falls das Fahrrad nach links
kippt, entsteht eine Prézession, die auch das Rad nach links dreht, d.h. der
Schwerpunkt kommt wieder auf die Verbindungsachse. Die schréage Lenkach-
se erzeugt einen Nachlauf des Vorderrades.
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2.5 Reale Korper

Bislang hatten wir entweder Massenpunkte oder starre ausgedehnte Korper
betrachtet. In der Natur zeichnen sich aber alle Gegenstédnde durch ihre Ver-
formbarkeit aus, die von sehr kleinen Anderungen bei elastischen Festkorpern
(Volumen nahezu konstant, kleine Verformung) bis zu groBen Anderungen
bei Fliissigkeiten (Volumen nahezu konstant, groe Verformung) und Gasen
(Volumen variabel, groie Verformung) reicht.

2.5.1 Elastische Festkorper
Dehnung und Stauchung

Elastische Festkorper kénnen gedehnt oder gestaucht werden. Dies 148t sich in
einem atomistischen Bild verstehen. Die Bindungsenergie zwischen zwei Ato-
men in einem Festkorper ist durch den Verlauf der potentiellen Energie wie
in Abb. 2.5.1 illustriert. Bei sehr keinen Atomabstéinden R tritt Abstofung
auf Grund des Pauliverbotes auf; bei grolen Absténden bricht die chemische
Bindung; bei einem Abstand rq liegt das Minimum der potentiellen Energie.
Per Konvention wird dieses als Bindungsenergie bezeichnet und durch einen
negativen Wert ausgedriickt, um einen gebundenen Zustand zu charakterisie-
ren. In der Umgebung dieses Minimums 7y 148t sich die potentielle Energie
durch eine Parabel annéhern.

1
Epor = e (7 = 7)° + Fx (2.5.1)

Die riickstellende Kraft bei einer Auslenkung um diese Ruhelage rq ist
gegeben durch:

F = —gradE,y = —c (7 — ) (2.5.2)

D.h. wir bekommen eine Kraft, die linear mit der Auslenkung ansteigt,
eine Federkraft. Mit diesem Ansatz 148t sich eine Bewegungsgleichung fiir die
Auslenkung x = r — ry eines Atoms der Masse m ausdriicken:

d?x
bzw.
d*x c
—_— 4 —x = 254
dt? + mx ( )

Dies ist eine Differentialgleichung fiir eine Schwingung mit x(¢) als Losung
der Form:
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pot

E, |

Abbildung 2.5.1: Die potentielle Energie einer Bindung zwischen zwei
Atomen in einem Festkorper in Abhéngigkeit von ihrem Abstand R. Das
Minimum kann durch eine Parabel angendhert werden.

z(t) =sinwgt  mit  wp = ,/E (2.5.5)
m

Die Atome schwingen also um ihre Ruhelage, was eine direkte Fol-
ge der Parabelndherung der potentiellen Energie ist. Man spricht auch
von der harmonischen Ndherung. Dehnt man jetzt einen realen Korper
kann man den linearen Zusammenhang zwischen Zugspannung und relati-
ver Langeninderung fiir kleine Dehnungen gut beobachten: die Anderung
des mittleren Abstandes zwischen den Atomen wird als Dehnung oder Stau-
chung (siche Abb. 2.5.2) sichtbar. Ubt man eine Kraft auf einen Korper der
Léange L aus, der an einem Ende eingespannt ist, so dehnt er sich. Die Kraft
F, die man dabei aufwenden muf3, ist in erster Naherung proportional zur
Langendnderung AL. Hier kann man entweder einen Korper betrachten, der
an zwei Enden mit der Kraft ' gedehnt oder gestaucht wird, oder der einge-
spannt ist und an einem Ende mit F' gedehnt wird. In letzterem Fall, sorgt
die Normalkraft Fiy am eingespannten Ende fiir die Bedingung > F = 0 im
Gleichgewicht. Mit einem Querschnitt A dieses Festkorpers und einer Pro-
portionalitdtskonstante £ bekommt man:

F AL
~—p=— 2.5.
A L (25.6)

Die Proportionalitatskonstante E heifit Elastizititsmodul. Zusétzlich
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Abbildung 2.5.2: Dehnung eines Festkorpers um eine Lange AL.

kann man die Zugspannung oder Druckspannung o einfiihren als die
Kraft pro Flache.

F
= — 2.5.7
7T ( )
Mit der relativen Lingeninderung ¢ = % wird schliellich das

Hook’sche Gesetz formuliert:

(2.5.8)

Bei groflen Dehnungen ist die potentielle Energie der Atombindung al-
lerdings nicht mehr durch eine Parabel anpassbar und die Dehnung da-
mit auch nicht mehr proportional zur Kraft, wie in Abb. 2.5.3 illustriert.
Die Abweichung der potentiellen Energie von der Parabelform wird sicht-
bar. Man spricht von der Anharmonizitiat des Bindungspotentials und die
Dehnung ist nicht mehr proportional zur wirkenden Zugspannung. In einem
Ubergangsbereich ist diese Dehnung allerdings immer noch reversibel. Ab ei-
nem bestimmten Punkt kehrt der Korper nicht mehr in seine Ausgangslage
zuriick, da sich in seinem Innern irreversible Anderungen durch die Dehnung
ergeben haben, der Korper fliefit. Dies kann zum Beispiel das Abgleiten ein-
zelner Kristallite in einem polykristallinen Festkorper sein. Bei noch grofierer
Dehnung wird schlieflich ein Punkt erreicht an dem der Korper zerreifit (sie-
he Abb. 2.5.3).

Die Héarte von Materialien gegeniiber einer mechanischen Beanspruchung
kann mit zahlreichen Messverfahren untersucht werden. Die Hérte selbst
ist keine physikalisch genau definierte Gréfle im Unterschied zum Elasti-
zitdtsmodul. Die Hérte ist also immer definiert beziiglich eines gewéhlten
Messverfahrens. Bei der Hértemessung wird ein Priifkorper in ein Materi-
al hinein gedriickt und das Verhéaltnis aus aufgewendeter Kraft zur Quer-
schnittsfliche des Eindrucks ist als Harte definiert. Hierbei unterschieden sich
die einzelnen Messverfahren hinsichtlich der Wahl des Priifkérpers (Kugel,
Diamant etc.)
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q
und relative Langenadnderung ¢ = %. Wegen der Anharmonizitéit des Bin-

dungspotentials kommt es zu einer Abweichung vom Hook’schen Gesetz fiir
grofle Zugspannungen bzw. Dehnungen.

Abbildung 2.5.3: Das Hook’sche Gesetz verkniipft Zugspannung o =

Eine Belastung des Korpers in eine Richtung fithrt automatisch auch zu
einer Forménderung senkrecht dazu, der Querkontraktion. Betrachten wir
dazu die Dehnung in x-Richtung wie in Abb. 2.5.4 veranschaulicht. Diese
fithrt automatisch zu einer Querkontraktion in der y- und z-Richtung, die
durch die sog. Poissonzahl p ausgedriickt werden kann. Es muf} gelten:

€y = €, = —[lE; = —u% (2.5.9)
Das Minuszeichen driickt aus, dal eine Dehnung in einer Richtung
grundsétzlich eine Stauchung in die andere Richtung bedingt und umgekehrt.
Man kann einen allgemeinen Fall definieren, bei dem in alle drei Rich-
tungen Zug- bzw. Druckspannungen herrschen moégen. D.h. eine Dehnungen
in y- und z-Richtung kann seinerseits durch eine mégliche Druck- oder Zug-
spannung in y- und z-Richtung durch die Querkontraktion vergréfiert oder
verringert werden. Man bekommt eine Dehnung in x-Richtung durch die
Spannungen o, o, und o, von:

&= [0x — (o, + 02,)] (2.5.10)

Man erkennt hier zum Beispiel, dafl eine Dehnung in x-Richtung reduziert
werden kann, wenn eine Dehnung in y-Richtung oder z-Richtung auftritt.
Die Anderung des Volumens ist gegeben als:
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1
€Volumen = €z + €y +€, = E(l - 2#) (Ux + oy + UZ) (2511)
1
_E/J.gy
=777
] I :
! | gx
! :
________

Abbildung 2.5.4: Querkontraktion in y- und z-Richtung bei einer Dehnung
des Korpers in x-Richtung.

Man erkennt, dafl eine Volumenénderung nur auftritt, falls die Poisson-
zahl p # 0.5 ist.

Betrachten wir im folgenden das Beispiel eines gebogenen Balkens, wie in
Abb. 2.5.5 illustriert. Der Balken habe eine Lange L und sei an einem Ende
eingespannt. An seinem Ende wirke eine Kraft F. Welche Spannung wirkt
jetzt in dem Balken?

Wie aus der Zeichnung ersichtlich ist, entsteht ein Unterschied Al in der
Lange des Balkens an Ober- und Unterseite:

d d [
Al—(r+§>90—<7"—§)90—d90—d; (2.5.12)

mit r dem Kriimmungsradius und d der Dicke des Balkens. Wir be-
trachten kleine Dehnungen bzw. grole Kriimmungsradien . D.h. bei kleinen
Winkeln ¢, kann sin ¢ grundsétzlich durch ¢ = % angendhert werden. Die
gestrichelte Linie in Abb. 2.5.5 bezeichnet man als neutrale Faser in der
aus Symmetriegriinden keine Spannung auftreten kann. Die Léngenénderung
an einem beliebigen Ort z im Balken ist demnach:

Al(z) = z£ (2.5.13)

r

Mit dem Hook’schen Gesetz bekommen wir:
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Dehnung

/—J

Stauchung

P

Abbildung 2.5.5: Biegung eines Balkens der Linge L. Die gestrichelte
Linie bezeichnet die neutrale Faser.

(2.5.14)

bzw.

c="_FE (2.5.15)

Die Spannung o erzeugt eine Kraft dF' auf eine Fliche b - dz am Ort z
innerhalb des Balkens der Breite b:

dF = obdz = “E - b-dz (2.5.16)
T
Diese Kraft erzeugt mit dem Hebelarm z ein Drehmoment dDpggigen =
dFz (siehe Abb. 2.5.6):
E
ADpBaiken = z2—2z - b-dz (2.5.17)
r

Mit der Integration iiber die Dicke d des Balkens bekommen wir das
gesamte Drehmoment, dafl durch das Spannungsfeld ¢ im Balken aufgebaut
wird.

iz E Ed?b
DBaiken = / 2b—dz = (2.5.18)
—d/2 T 127”

Dieses Drehmoment Dpgggen steht im Gleichgewicht mit dem von auflen
angreifenden Drehmoment durch die Kraft F. An einem Ort x auf der Lange
des Balkens ist das Drehmoment gegeben als (sieche Abb. 2.5.5):
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Dausen = Fo (L - [L’) (2519)
(o2
—>
: — 720
o ! \O' O'(_
= Drehmoment

Abbildung 2.5.6: An einem beliebigen Punkt in dem Balken herrscht eine
Gleichgewicht der Drehmomente.

Wegen dem dritten Newton’schen Axiom gilt Dgaikern = — Dauen- Es er-
gibt sich:
1 12F,
-=— L— 2.5.2
P VA (2.5.20)

Man erkennt, dafl die Kriimmung des Balkens 1/r mit der dritten Potenz
der Balkendicke abnimmt®. Gleichzeitig ist die Kriimmung am Ort z = 0,
dem Ort der Einspannung, am groffiten. An diesem Ort tritt auch die maxi-
male Zugspannung o,,,, auf:

1d
max — E—— 2.5.21
o ~3 ( )
bzw.
12F,L
Omas = ™ (2.5.22)

D.h. der Balken bricht bei Uberlastung genau dort ab.

Verscherung

Neben einer Dehnung und Stauchung kann ein elastischer Festkorper auch
verschert werden. Durch das Hook’schen Gesetz kann man die Scherspan-
nung 7 mit dem Scherwinkel v, geméfi Abb. 2.5.7 verkniipfen:

=Gy (2.5.23)
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Abbildung 2.5.7: Verscherung eines Quaders um einen Winkel .

(G bezeichnet man als Schubmodul.

Die einzelnen Materialkonstanten GG, E und p sind allerdings nicht un-
abhéngig voneinander. Jede Verscherung bedeutet auch eine Léangenéinderung
in einem Volumen. Bei einem Wiirfel fiihrt zum Beispiel eine Verscherung zu
einer starken Dehnung auf einer Hauptdiagonalen und zu einer entsprechen-
den Stauchung auf der dazu senkrechten stehenden anderen Hauptdiagona-
len. Betrachten wir dazu einen kleinen Wiirfel der Kantenlénge a, der in die
y-Richtung gedehnt wird. Geméf3 Abb. 2.5.8 bekommen wir einen Zusam-
menhang von:

a
a(1+ 8y)
a v «— S
3 O-y > 1 O-y
\ a(l—,ugy)
r_
5 v

Abbildung 2.5.8: Verkniipfung zwischen Verscherung und Dehnung.

5Grofe Kriimmung entspricht einem kleinen Radius und umgekehrt.
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1/ 1 — pey
t —=- = 2.5.24
an(z <2 7)) 1+e, (2:5.24)
Fiir sehr kleine Verscherungswinkel + 148t sich dies annédhern zu:
— 21— pue
2 = Y (2.5.25)
1+3  1+¢
bzw.
v =¢,(1+p) (2.5.26)
Wenn wir 7 = G und 0 = ¢F einsetzen bekommen wir:
o
E=—-G(1+np) (2.5.27)
T

Aus der Verscherung eines Korpers kann man zudem noch ableiten, dafl
die Verscherung 7 durch eine maximale uni-axiale Dehnung in y-Richtung
erzeugt werden kann, als %cr = 75, Damit bekommt man als Verkniipfung

schlieB3lich:

E =2G(1 + p) (2.5.28)

Diese Beziehung gilt streng nur fiir Materialien mit isotropen, d.h.
rdumlich homogenen elastischen Eigenschaften. Anisotrope Korper mit be-
stimmten Vorzugsrichtung miissen aufwéndiger beschrieben werden.

Im allgemeinen Fall, kann ein Spannungszustand eines Korpers durch eine
Matrix ¢ beschrieben werden.

Or Tay Taz
0= | Tys Oy Ty (2.5.29)
Tze Tzy Oz
Nachdem bei einem ruhenden Korper sich die Drehmomente aufheben
miissen gilt immer 7,, = 7,,, d.h. die Matrix ist symmetrisch. Der Span-
nungszustand ist mit der Verformung verkniipft, die durch die Matrix

€zz €y C€xz

E=| € €y €y (2.5.30)

gegeben ist. Man bekommt eine verallgemeinerte Form des Hook’schen
Gesetztes mit:

6Dies 148t sich aus der Kriftebilanz eines kleinen rechtwinkligen Dreiecks ableiten. Bei
einem spitzen Winkel von 45° wird durch eine Scherspannung eine maximale Zugspannung
bzw. Druckspannung verursacht.
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Abbildung 2.5.9: Allgemeine Beschreibung eines Spannungszustandes
durch Zug- o und Scherspannung 7.

5= Eeé (2.5.31)

Bei einem isotropen Material ist E ein Skalar. Fiir Festkorper mit be-
stimmten Vorzugsrichtungen und einer Anisotropie in ihrem Verhalten ist
auch E wieder ein Tensor F.

2.5.2 Fliissigkeiten

Eine  Fliissigkeit kann  prinzipiell —keine Kréfte parallel zur
Fliissigkeitsoberfliche (=Scherkrifte) aufnehmen. Die Fliissigkeitsoberfliche
verdandert sich solange bis die wirkenden Kréfte immer senkrecht zur
Fliissigkeitsoberfliche sind. Dies l&8t sich an einem rotierenden Gefafl
illustrieren. Die Oberfliche der Fliissigkeit in dem rotierenden Gefifl nimmt
die Kontur einer Parabel ein, da dann die Summe aus Zentrifugalkraft
und Schwerkraft genau senkrecht zur Oberfliche steht, wie Abb. 2.5.10
veranschaulicht.

Betrachten wir einen Ort auf der rotierenden Fliissigkeit, so muf} sind die
Kréfte die Schwerkraft und die Zentrifugalkraft. Nachdem die Kraft senkrecht
zur Fliissigkeitsoberfliche wirkt (Querschnitt entspricht der Funktion z(r))
mufl gelten:

d 2
c_mer (2.5.32)

dr mg
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D.h. es gilt:

d
d_z xr  bzw. 2(r) oc 1 (2.5.33)
”

D.h. der Querschnitt der Fliissigkeit hat eine Parabelform. Diese
Abhéngigkeit erzeugt auch eine perfekte asphérische Abbildung, falls man
die Oberfliche als Spiegel dienen soll. In der Tat werden grofle Glasspiegel
der Astronomie auf diese Art vorgeformt, wobei wiahrend der Erstarrung des
geschmolzenes Glas-Rohlings dieser rotiert und sich so automatisch die Pa-
rabelform einstellt.

<
ﬂ

T
|

mg

=
Q
\'I'I

\./a)

Abbildung 2.5.10: In einer Fliissigkeit kénnen keine Scherkrifte auftreten.
Deshalb richtet sich die Kraftkomponente immer senkrecht zur Oberfliche
aus.

Hydrostatischer Druck

In einer ruhenden Fliissigkeit (siche Abb. 2.5.10), darf sich kein
Fliissigkeitselement bewegen, d.h. die Krifte auf die Oberflachen dieses
Fliissigkeitselementes miissen sich alle autheben. Diese Kraft pro Fléche be-
zeichnet man als Druck:

F
-5 [Py (2.5.34)

Die Einheit des Druckes sind Pascal, Pa. Dieser Druck ist innerhalb der
Fliissigkeit konstant (ohne Schwerkraft). Dies kann wie folgt gezeigt werden.
Betrachten wir ein Fliissigkeitselement bei dem der Druck in x-Richtung auf
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beiden Seiten unterschiedlich sei. Auf der linken Fliache des Volumenelements
dydz herrsche ein Druck p:

F = pdzdy (2.5.35)

und auf der rechten Seite ein Druck p + %dw. Die Kraftbilanz in x-
Richtung lautet demnach:

0 0
Fy, = pdzdy — (p+ Ldz ) dedy = —2Lav (2.5.36)
Ox ox
mit drdydz = dV. Nachdem in einer Fliissigkeit das Volumenelement
konstant ist, sich aber in Ruhe die Krifte autheben, muf3 gelten: —gradp = 0.
D.h. der Druck ist konstant. Dies bezeichnet man als Pascal’sches Prinzip:

25.97)

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Gleichverteilung des Druckes in ei-
ner Fliissigkeit ist die hydraulische Hebebiihne fiir schwere Lasten, wie
in Abb. 2.5.11 gezeigt. In einem System verbundener Rohren wird auf eine
Rohre mit kleinem Querschnitt A; eine Kraft F; ausgeiibt. Nachdem der
Druck in der Fliissigkeit tberall gleich ist, wirkt durch diesen Druck auf die
Fldche A, die Kraft Fy. D.h. es muf} gelten:

kR K
A Ay

Somit ist die Kraft, die man aufwenden muf, um einen Kérper anzuheben,
der die Fldche Ay beschwert, gleich:

P (2.5.38)

Die Arbeit W, die geleistet werden mufl ist Kraft mal Weg. D.h. die

Verschiebung der Flache A; um Az erzeugt eine Verschiebung der Fliche
As um Azs.

A
Wy = FiAz = A—ngAzl (2.5.40)
2

Nachdem die verdnderten Volumina gleich bleiben, d.h. A;Az = AsAzy
bekommt man durch Einsetzen:
A1 A2

W1 == FlAZl == A_FQA_AZQ == FQAZQ (2541)
2 1
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D.h. die Kraft F| kann sehr viel kleiner als die Kraft Fy gemacht werden.
Um die Last entsprechend F5 um Az, anzuheben ist allerdings eine grofie
Verschiebung Az; notwendig.

ﬂ Fl Fz

/kﬂ AZ

Abbildung 2.5.11: Hydraulische Hebebiihne.

Bisher hatten wir die Gewichtskraft der Fliissigkeit selbst vernachléssigt.
Betrachten wir noch einmal ein Volumenelement in einer Fliissigkeit, wie in
Abb. 2.5.12 illustriert. Der Druck auf der Unterseite des Volumenelements
ist grofler, da hier noch die Gewichtskraft der in dem Volumenelement ent-
haltenen Massen hinzukommt. Der Druckunterschied dp zwischen oben und
unten bei einem Volumenelement (Hohenunterschied dz) ist:

1 1
dp = pVgZ = pAdng =pg-dz (2.5.42)

Der Druck an einem Ort z in einer Fliissigkeitssdule, durch die Gewichts-
kraft der dariiber stehenden Wasserséaule ist demnach gegeben als

p(2) = pglH — ) (2.5.43)
mit H der Hohe des Wasserspiegels iiber Grund und der Definition
p(H) = 0. Interessanterweise gilt diese Beziehung nicht fiir alle Medien.

Betrachtet man zum Beispiel Sandkorner oder Weizenkdrner in einem ent-
sprechenden Silo, so nimmt der Druck nach unten hin nicht zu, da sich die
Sandkorner untereinander abstiitzen kénnen und so den Druck von oben auf
die Seitenwénde leiten.

Der Auftrieb

Die Druck-Variation mit der Hohe eines Wasserspiegels wird sichtbar beim
sog. Auftrieb. Betrachten wir einen Korper, der untergetaucht ist. Durch die
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unterschiedlichen Hohen der Ober- wie der Unterseite ist der entsprechende
Druck auf der Ober- und Unterseite mit Querschnitt A unterschiedlich. Dies
fithrt netto zu einer Kraft nach oben, dem Auftrieb (siche Abb. 2.5.12).

F1 = p1A1 F2 == p2A2 (2544)
Mit A; = Ay = A bekommen wir

Ap = Fi ;1 F = p1 — p2 = pg(h1 — ha) = priassigkeitg AR (2.5.45)
Faugtriev = ADA = priissigkeit g AAR = pg AV (2.5.46)
F=p-A
|
Mg

IE):pz'Az

Abbildung 2.5.12: Der Auftrieb.

Demnach verliert ein eingetauchter Korper soviel Gewicht, wie die ver-
dringte Wassermenge AV = AAh wiegt. Dies bezeichnet man als das Ar-
chimedische Prinzip:

Die Auftriebskraft ist gleich der Gewichtskraft der verdrdngten
Fliissigkeit.

Dieser Auftrieb ist der Gewichtskraft entgegen gerichtet. Ein U-Boot kann
stabil im Wasser schweben, wenn es den Auftrieb genau mit seiner Gewichts-
kraft ausbalanciert. Durch eine Verdnderung des verdréangten Volumens (Flu-
ten oder Ausblasen von Tanks) kann es entweder sinken der aufsteigen.

Welches Gleichgewicht stellt sich jetzt ein, wenn ein Korper schwimmt?
Im Gleichgewicht muf} gelten:
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FAuftm'eb = FGravitation (2547>

Der Vergleich der Dichten des Korpers und des Mediums in dem der
Korper schwimmt, besagt zunéchst, dafl ein Schwimmen nur moglich ist,
wenn die mittlere Dichte” des Korpers kleiner als die des Wassers ist. Bei ei-
nem schwimmenden Korper taucht dieser so weit in das Wasser ein, daf3 die
verdriangte Wassermenge genau seinem Gewicht entspricht! Dies wird auf ein-
drucksvolle Weise in einem Schiffshebewerk sichtbar. Hier fahrt ein Schiff
in einen wassergefiillten Trog hinein, der auf eine andere Flufisohle gehoben
oder gesenkt wird. An dem Trog sind Gegengewichte, die das Gewicht der
Wassermenge in dem Trog ausbalancieren. Obwohl ein Schiff Tausende von
Tonnen wiegt, dndert sich das Gewicht des Troges nicht durch das hinein
fahrende Schiff: die verdrdngte Wassermenge ist genau so schwer wie des
Schiffes selbst. D.h. der Motor zum Heben und Senken des Troges kann rela-
tiv schwach sein, da kein zusétzliches Schiffsgewicht mit angehoben werden
muf3®

Bei der Konstruktion von Schiffen ist der Angriffspunkt der Auftriebs-
kraft wesentlich. Dieser Angriffspunkt ist der Schwerpunkt der verdrdngten
Wassermenge. Der Angriffspunkt der Gravitation ist der Schwerpunkt des
gesamten Schiffes. Beide Angriffspunkte sind in der Regel nicht identisch.
Ein Schiff liegt dann stabil im Wasser, wenn das Drehmoment durch die Auf-
triebskraft zu einer senkrechten Ausrichtung des Schiffes fiihrt. Dies ist in
Abb. 2.5.13 illustriert. Demnach ist ein Schiff dann besonders stabil, wenn
sein Schwerpunkt moglichst tief angeordnet ist.

Grenzflichen

Reale Medien zeichnen sich durch eine Grenzfliache zu ihrer Umgebung aus.
Das Erzeugen einer Grenzfliche, zum Beispiel beim Spalten eines Kristalls
ist immer mit einer Energie verbunden, da die Bindungen zu den Nach-
baratomen aufgebrochen werden miissen. Man definiert eine sog. Ober-
flichenenergie Eoperfiache als diejenige Proportionalitidtskonstante, die die
aufgewendete Arbeit AW zur Oberflichenénderung AA in Bezug setzt:

AW = Epper prische AA (2.5.48)

"Bei einem Schiff zum Beispiel, ergibt sich die mittlere Dichte aus dem Gewicht des
Schiffes durch das verdréngte Volumen

8Dies ist im Unterschied zu einem traditionellen Fahrstuhl in Hochhiusern. Hier mufl
der Motor das Gewicht der Passagiere heben kénnen.
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M-g

instabil stabil

Abbildung 2.5.13: Stabilitit eines Schiffes. Nur wenn der Angriffspunkt
des Auftriebs oberhalb des Schwerpunktes als Angriffspunkt der Schwerkraft
liegt, richtet sich ein Schiff nach der Schriglage wieder senkrecht auf.

Betrachten wir dazu einen Tropfen einer Fliissigkeit auf einer Oberflache
(siehe Abb. 2.5.14). Die Arbeit, die geleistet werden muf}, um den Umfang
eines Tropfens zu vergréfern ist:

Abbildung 2.5.14: Die Oberflichenenergie beschreibt die Arbeit die gelei-
stet werden muf}, um eine Fliche um AA zu vergrofern.

F
AW = ) FdR= 572 RAR = Eoper icne AA (2.5.49)

Umfang

Man erkennt, daf§ die Einheit der Oberflichenenergie [Nm™!] ist. Oft-
mals wird Oberflichenenergie und Oberflichenspannung gleichwertig
verwendet. Bei genauer Definition ist die Oberflichenenergie diejenige Ener-
gie, die durch das Spalten der Atombindungen aufgebracht werden muf}. Bei
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der Oberflachenspannung wird zusétzlich noch beriicksichtigt, dal durch das
Einbringen einer neuen Grenzfliche sich eine Atomsorte an der Oberfliche
ansammeln kann (die Phasen A und B entmischen sich bei einem Festkorper
AB, wobei sich zum Beispiel Atomsorte A an der Oberfliche ansammelt).
Im Experiment wird in der Regel die Oberflichenspannung bestimmt. Bei
einkomponentigen Systemen ist die Oberflichenspannung identisch mit der
Oberflachenenergie.

Betrachten wir als Beispiel eine Seifenblase mit Radius r. Innerhalb der
Seifenblase herrsche ein Druck p wéhrend in der Umgebung der Druck py
herrsche. Fiir die VergoBerung der Seifenblase, muB der innere Uberdruck
p — po durch eine Volumeninderung 47r2Ar gegen die Oberflichenspannung
EOberflc'iche um einen Betrag EOberfl&cheAA Arbeit leisten.

AW = FAr = pAAr = pAV (2.5.50)

Es gilt:

(p — po) 47r* AR = Epper prache AA (2.5.51)

Abbildung 2.5.15: Kriftegleichgewicht einer Seifenblase.

Mit Ap = p — po bekommen wir:

ApAnr? Ar = Eoper flachedT (7"2 —(r— Ar)z) 2 (2.5.52)

Der Faktor 2 auf der rechten Seite beriicksichtigt, dafl sowohl die Innen-
seite als auch die AuBlenseite vergroflert wird. Wir bekommen somit:
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ApdrriAr = Eover flachedm r?—r242rAr— Ar?2 |2 (2.5.53)
Ar2LAr

De meisten Terme kiirzen sich und wir erhalten als Zusammenhang zwi-
schen Ap und r folgenden Ausdruck:

E er flache
Ap = 4=GberSlache (2.5.54)
T

Man erkennt, dafl der Druckunterschied bei sehr kleinen Seifenblasen sehr
grofl wird. D.h. kleine Seifenblasen sind sehr ungiinstig. Dies ist ein allgemei-
nes Phénomen: die Bilanz aus Grenzflichenenergie und Volumenenergie ist
giinstiger bei Kérpern mit groflerem Volumen-zu-Oberflache Verhéltnis, d.h.
grofle Tropfen oder Seifenblasen wachsen auf Kosten der kleineren.

Diese Oberflaichenspannung wird auch ganz praktisch fiir die Bewer-
tung der Benetzbarkeit von Oberflichen genutzt. Betrachten wir dazu
das Kriéftegleichgewicht eines Tropfens auf einer Unterlage (Substrat),
wie in Abb. 2.5.16 illustriert. An der Grenzlinie lassen sich drei Ober-
flachenspannungen angeben fiir die jeweiligen Grenzflichen Luft-Substrat
(ELs), Fliissigkeit-Substrat (Erg) und Luft-Fliissigkeit (Epp). Aus einer
Kraftbilanz am Ort der Grenzlinie an der sich alle drei Medien beriihren
kann man ableiten:

ELS - EFS + ELF cos © (2555)

D.h. aus einer Beobachtung des sog. Kontaktwinkels © an der Grenz-
linie 148t sich auf die Oberflachenspannungen schlieen. Hierbei betrachtet
man die Oberflachenenergien als vektorielle Grofien.

Die Oberflichenenergie kann auch als einfache Erklarung fiir die Ka-
pillarwirkung von diinnen Hohlrdumen dienen. Dies geschieht mit einer
einfachen Energiebilanz, wie am Beispiel einer Kapillare mit Radius r in
Abb. 2.5.16 illustriert ist. An der Oberfliche in der Hohe h haben wir fol-
gendes Gleichgewicht: eine Erh6hung um dh &ndert die potentielle Energie
mg = pr’rhg der ganzen Fliissigkeitssiule um dh. Dies geschieht nur, wenn
in gleichem Mafl Oberflichenenergie gewonnen wird. Es muf} gelten:

mgdh = QWTdhAEOberﬂdche (2556)

Hierbei vergleicht die Gréfle AEoper frache die Oberflichenspannungen vor
und nach der Benetzung geméf:

153 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.5. REALE KORPER KAPITEL 2. MECHANIK

>

FI'I

o

—
A

hydrophob

<6?S N L

L
<

hydrophil

Abbildung 2.5.16: Benetzung einer Oberfliche.

AEﬁOberfl'dche = EKap'illarefLuft - EKapillarefFlilssigkeit (2557>

Mit dieser Definition wird

mg = 27T7AAEjOberflbiche (2558)

Wenn wir die Masse der Fliissigkeitssiiule m = mr2hp benutzen, bekommt
man:

2AE er flache
b= Ober flach

2.5.59
rpPg ( )

D.h. mit kleinem Radius r ist die Kapillarwirkung sehr viel stérker, da der
Energiegewinn bei Benetzung sehr grof3 wird im Vergleich zur potentiellen
Energie, die aufgebracht werden muf}, um die Fliissigkeit um dh anzuheben.
Die Bilanz von Schwerkraft und Oberflichenenergie, kann auch zur nega-
tiven Kapillaritit fiithren, falls es fiir eine Fliissigkeit ungtinstig wird eine
Oberflache zu benetzen. Fiigt man eine Kapillare in eine solche Fliissigkeit
ein, so wird die Fliissigkeit verdréngt, bis der Druck in einer bestimmten T%e-
fe ausreicht, um im Gleichgewicht mit der Anderung der Oberflichenenergie
zu sein. Hier wird AEoper fiache Negativ.

Mit der Gleichung 2.5.55 148t sich auch direkt der Kontaktwinkel einset-
zen mit dem die Fliissigkeit im Innern der Kapillare anliegt. Man bekommt
mit:
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--------- +dh

Abbildung 2.5.17: Durch ein Gleichgewicht aus Schwerkraft und Ober-
flichenenergie wird eine Fliissigkeit in eine Kapillare hoch gezogen.

Al?Oberfliiche = EKapillarefLuft - EKapillarefFlilssigkeit = COs @EFl'ilssigkeithuft
(2.5.60)
den Ausdruck:

_ 2AEFliissigk:eit—Luft cos ©
rpg

h (2.5.61)

2.5.3 Gase

Im Unterschied zu Fliissigkeiten konnen Gase ihr Volumen &dndern und rea-
gieren damit auf Druckdnderungen. Beim Komprimieren und Expandieren
eines Gasvolumens stellt man fest, das bei gegebener konstanter Tempera-
tur? das Produkt aus Druck und Volumen konstant bleibt:

25)

Dies bezeichnet man als Boyle-Mariottsches Gesetz. Im Unterschied
zu einer Fliissigkeit &ndert sich jetzt die Dichte p des Materials mafigeblich.
Nachdem die Masse M in dem Gasvolumen V' erhalten bleibt (M = Vp)
kann man Aquivalent zu Gl. 2.5.62 auch schreiben:

P _ const. (2.5.63)
p

9Das Konzept der Temperatur wird spéter noch explizit behandelt

155 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



2.5. REALE KORPER KAPITEL 2. MECHANIK

Auf der Basis dieses Zusammenhangs 148t sich die Variation des Druckes
mit der Hohe eines Volumenelements in der Atmosphére beschreiben. Es sei
gesucht der Druck p und die Dichte der Atmosphére p an einem beliebigen
Ort der Hohe h iiber dem Erdboden. Zunéchst gilt:

b_Io (2.5.64)

P Po

mit po und py dem Druck und der Dichte auf der Erdoberfliche. Betrach-
ten wir jetzt ein kleines Volumenelement in einer Hohe hA. Der Druckun-
terschied zwischen Ober- und Unterseite des Volumenelements mit Quer-
schnittsfliche A wird durch die Gewichtskraft pro Fldache der Luft innerhalb
dieses Volumenelements bestimmt. Der Anteil der Gewichtskraft ist

dF = —pgdhA (2.5.65)

Der Druckunterschied ist Kraft pro Fliache. Damit bekommt man:

dF
dp = o= —pgdh (2.5.66)

mit Gl. 2.5.64 ergibt sich schliellich:

dp = —Ppgdn (2.5.67)
Do
Fl
prdp | b p.p
u:2 dh
pl.v?
Por Po

Abbildung 2.5.18: Barometrische Hohenformel.

Separation der Variablen p und h liefert:
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d
Lo _2uan (2.5.68)
p Do
Durch Integration bekommen wir:
Inp=—2gh+C (2.5.69)
Do

mit der Integrationskonstanten C. Mit p(h = 0) = py bekommt man:

—pogh

P = ppe o (2.5.70)

Dies bezeichnet man als barometrische Héhenformel. D.h. der Druck
nimmt exponentiell mit der Hohe ab. Diese Formel gilt allerdings nur fiir
1sotherme Verhéltnisse, d.h. einer konstanten Temperaturverteilung in der
Atmosphére.
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2.6 Transport

Bislang hatten wir statische Korper betrachtet, seien es kompressible Medien
wie Gase oder inkompressible Medien wie Fliissigkeiten oder Festkorper. In
allen Medien kann zudem Transport von Teilchen stattfinden, wie es zum
Beispiel beim Stromen von Fliissigkeiten und Gasen sichtbar wird. Bei diesem
Transport gelten wieder Erhaltungsséitze fiir die Teilchenzahl, den Impuls
und die Energie. Diese Grundgleichungen und deren Anwendungen werden
im folgenden diskutiert.

2.6.1 Teilchenerhaltung, Kontinuititsgleichung

In jedem Medium soll die Zahl der Teilchen N bzw. die Masse der Teilchen
pV in einem Volumen V erhalten bleiben. D.h. es mufl immer gelten:

pV = const. (2.6.1)

Betrachten wir jetzt ein Medium, das durch ein Rohr mit variablem Quer-
schnitt stromt (siche Abb. 2.6.1). Die Menge, die durch den grofien Quer-
schnitt A; stromt und in einem Zeitintervall At die Strecke Ax; zuriick legt,
muf} gleich derjenigen Menge sein, die durch den kleinen Querschnitt A,
stromt und in dem gleichen Zeitraum die Strecke Axs zuriick legt. Dies 1463t
sich ausdriicken durch:

™

>
pa
N

g
{ |
~

AX,

Abbildung 2.6.1: Eine Fliissigkeit strome durch ein Rohr mit variablem
Querschnitt.

PlAl_ = pQAQ— (262)
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Die Ausdriicke % entsprechen Geschwindigkeiten. D.h. wir bekommen:

plAlvl = pQAQ/UQ (263)

Bei inkompressiblen Medien, wie zum Beispiel einer Fliissigkeit gilt p; =
p2 und wir bekommen:

Al’Ul = AQUQ (264)

Im allgemeinen kann sich jedoch die Dichte eines Mediums dndern. Wir
fithren deshalb eine Massenflufldichte jy;,ssen €in, die definiert ist als:

jMassen = pU [gm72871] (265)

und erhalten die allgemeine Beziehung:

Arjr = Asjo (2.6.6)

Alternativ konnten wir auch die Teilchenflu3dichte jreicnen verwenden,
die einfach einer Anzahl von stromenden Teilchen pro Volumen n = N/V und
Zeit entspricht:

JTeilchen = MU [m72sil] (267)

Neben den Teilchen- oder Massenfluf3dichten 1483t sich auch der Teilchen-
strom I7¢jcpen 0der der Massenstrom /4,5, an Teilchen angeben zu:

ITeilchen - jTeilchenA (268)
IMassen - jMassenA (269)

Im folgenden wollen wir einen etwas formaleren Ansatz wihlen und be-
trachten Teilchen, die durch ein Volumenelement V' = Az? hindurch strémen
(sieche Abb. ). Die Teilchenzahl AN, die in ein Volumen pro Zeit At hinein
oder hinaus stromen ist gegeben als:

AN
=7 eilc enA 2.6.1
Al JTeilch (2.6.10)

Wir teilen beide Seiten durch das Volumen V und bekommen mit der

Teilchendichte n = %

An A
—~ = JTeilchen—> 2.6.11
Al JTeilch v (2.6.11)

mit mdn = dp und mjreichen = 7 bekommen wir fiir die Strémung durch
ein Volumen in x-Richtung eine Bilanz von (A = Az? und V = Az?):
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dp .1
it~ Ax
Wir betrachten nun die beiden Seiten des Volumens in x-Richtung. Auf
der linken Seite sei die Dichte p und die Geschwindigkeit v. Nachdem in
Dichte und Geschwindigkeit eine rdumliche Variation vorliegen kann, ist der
allgemeine Ausdruck fiir Dichte und Geschwindigkeit auf der rechten Seite
p+ ap Az bzw. v + 8” oAz, Um die Anderung der Dichte in dem Volumen
V' zu bestimmen, mussen wir die Massenflussdichten, die durch die beiden
Seitenflachen treten bilanzieren. In x-Richtung bekommen wir den Ausdruck:

dp 1 B v dp
= = Az (vp (v—l— 69:A$> <p+ angw)) (2.6.13)

(2.6.12)

B 1 | ov Op 811 ap 2
%(;;)A:v Az2<<Ax
0
= —%(vp) (2.6.15)
S y
—
—_— X
z
I
V
VAN SRVERCAY
OX

Abbildung 2.6.2: Ein Volumenelement Az3 wird von einem Medium
durchstromt. In x-Richtung herrsche ein Gradient in Geschwindigkeit und
Teilchendichte.

Nachdem auch in y- und in z-Richtung Teilchen in das Volumenelement
aus und einstromen konnen, bekommen wir als allgemeinen Ausdruck:

dp 0 9 9 B
ot T ag W) gy, up) + 5 (vp) =0 (2.6.16)
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Dies 148t sich verkiirzt als die sogenannte Kontinuitatsgleichung be-
schreiben:

d

d—i +div (Tp) = 0 (2.6.17)
oder

d

d—? +div (Fn) = 0 (2.6.18)

D.h. die Anderung der Dichte ist gegeben als sog. Divergenz!'® der Teil-
chenflussdichte.

2.6.2 Energieerhaltung, Bernoulli-Gleichung

Neben der Teilchenerhaltung kénnen wir auch die Energieerhaltung fordern.
Betrachten wir zunédchst wieder ein durchstromtes Rohr wie in Abb. 2.6.3
illustriert. Die FlieBgeschwindigkeiten sind jeweils v; = % und vy = %.
Die Arbeit, um ein Fliissigkeitselement durch das Rohr zu bewegen, mufl
gegen den Druck p; geleistet werden. Die Kraft ist demnach F} = p; A;. Man

bekommt die Arbeit zu:

AWl = FlAafl = plAlA-Tl = plA‘/l (2619)

mit x; der zuriickgelegten Strecke und V; = A;x; dem verdriangten Volu-
men. Die Arbeit im Querschnitt A, ist:

AWQ == pQAQAJIQ == pgA‘/Q (2620)

Diese beiden Anteile sind Anderungen in der potentiellen Energie der
Fliissigkeit E,,; = pV (analog zur Arbeit gegen die Gravitation mgAx hat
man hier eine Arbeit gegen einen Druck pAAx). Die kinetische Energie, die
in der Bewegung der Fliissigkeit steckt ist:

1
Epin = §pAvv2 (2.6.21)

Damit wird die Gesamtenergie, die erhalten bleiben muf}; zu:

0Die Divergenz ist die riumliche Ableitung einer vektoriellen GroBe, die als Ergebnis
ein Skalar liefert, da die raumlichen Anderungen in alle drei Richtungen addiert werden.
Zum Vergleich ist der Gradient (grad) eine raumliche Ableitung eines Skalares, das als
Ergebnis einen Vektor liefert.
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rh
AZ
V.
e —
l_r_J
AX,
l_‘_J
AX,

Abbildung 2.6.3: An einer Verengung ist der Druck geringer, da die
Flissigkeit schneller stromt.

1 1
PIAVL 4 S p1of AV = pAVs + 5o AV, (2.6.22)

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit sind die Volumina gleich (AV; = AVj)
und p; = ps = p und man bekommt die sog. Bernoulli-Gleichung

1 1
L+ 5Pl =pa+ opU; (2.6.23)

Ein allgemeiner Fall fiir die Energieerhaltung 148t sich ableiten, wenn wir
beriicksichtigen, dafl die Arbeit auch gegen die Schwerkraft geleistet werden
muf}; wie in Abb. 2.6.4 illustriert. Wir bekommen einen analogen Ausdruck
von:

1 1
P1+ 5PvE+ pghs = pa + 5 pv3 + pgho (2.6.24)

Obwohl die Bernoulli-Gleichung fiir inkompressible Medien (AV) = AV5)
abgeleitet wurde, gilt sie auch fiir Gase bei nicht zu hohen Geschwindigkeiten.
Bei niedrigen Stromungsgeschwindigkeiten von Gasen ist die Anderung in
der Dichte und damit die Anderung der Volumina klein. Erst beim Erreichen
der Schallgeschwindigkeit wird die Beschreibung der Druckverhéltnisse in
stromenden Gasen schwieriger. Fiir die Bernoulli-Gleichung existieren zahl-
reiche anschauliche Beispiele:

e Hydrodynamisches Paradoxon

Anhand dieser Gleichung 148t sich das hydrodynamische Parado-
xon erkldren (siehe Abb. 2.6.5). Betrachten wir zwei gegeniiberliegende
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IR BN Az pZAZ

Ah

P A

Abbildung 2.6.4: Bernoulli-Gleichung unter Beriicksichtigung der Schwer-
kraft.

Blatter, wobei in den Spalt durch ein Rohr in einem der Bléatter
Luft hinein stromt. Anstatt das untere Blatt fort zu blasen, wird es
angezogen. Woran liegt das? Die Luft die durch das Rohr stromt,
durchlauft einen grofien Querschnitt, wihrend sie durch den Spalt zwi-
schen den Blattern einen kleinen Querschnitt durchstréomt. Dement-
sprechend steigt die Geschwindigkeit der Luftstromung zwischen den
Blattern und der Druck sinkt. Nachdem der Aufendruck hoéher wird
als der Druck der zwischen den Blattern wirkt, werden dieses zusam-
mengedriickt.

Nach einem #hnlichen Prinzip arbeitet auch das Anpressen von Renn-
wagen bei hohen Geschwindigkeit. Hier wird das Stromungsverhalten
der Luft unterhalb des Rennwagens derartig beeinflusst, dal der An-
pressdruck bei hohen Geschwindigkeiten grofl wird.

Auftrieb eines Flugzeuges

Das identische Phédnomen erkliart auch den Auftrieb eines Flugzeugs.
Durch die Form eines Flugzeugfliigels, wird die Luft, die oberhalb
iiber den Fliigel streicht auf einen lingeren Weg gezwungen (siehe
Abb. 2.6.6). Dadurch muf§ sie schneller stromen, und der entspre-
chende Druck sinkt. Der Druck unterhalb des Fliigels ist grofler was
den Auftrieb des Flugzeugs bewirkt. Verkehrsflugzeuge kénnen den
Kriimmungsgrad ihrer Fliigel aktiv beeinflussen um z.B. beim Landen
trotz geringer Geschwindigkeit trotzdem eine grofle Auftriebskraft zu
besitzen.

e rotierender Zylinder, Magnuseffekt

163
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Abbildung 2.6.5: Hydrodynamisches Paradoxon: Obwohl man durch das
Rohr eine Luftstrémung nach unten antreibt wird die Unterlage nach oben
gedriickt.

Betrachten wir einen rotierenden Zylinder, der von Luft umstrémt wird.
Die Reibungskraft beschleunigt Luftteilchen vor der Oberfliche in Rich-
tung der Bahngeschwindigkeit der Oberfliche. Auf einer Seite des Zy-
linders addieren sich die Geschwindigkeiten der umstromenden Luft
und der mit gerissenen Luft und auf der anderen Seite subtrahieren sie
sich. D.h. netto sind die Geschwindigkeiten auf beiden Seiten unter-
schiedlich. Dies fithrt zu einem Druckunterschied, der einen Vortrieb
des Zylinders zur Folge hat. Dies bezeichnet man als Magnuseffekt.
Es gibt Versuche, diesen Effekt auch als Vortrieb fiir Schiffe zu nutzen.

e Staurohr

Um die Geschwindigkeit eines Flugzeuges relativ zur umgebenden Luft
zu messen, wird ein Staurohr verwendet. In dieses Staurohr dringt Luft
ein und wird dort abgebremst. Dadurch erhoht sich der Druck. Durch
einen Vergleich mit dem herrschenden Aussendruck kann die Geschwin-
digkeit des Flugzeuges bestimmt werden.
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Abbildung 2.6.6: Der Auftrieb beim Flugzeug entsteht durch den Luft-
druckunterschied zwischen Ober- und Unterseite des Fliigels.

2.6.3 Impulserhaltung, Euler-Gleichung

Als letzte Gleichung betrachten wir noch die Impulserhaltung in einem Vo-
lumenelement (sieche Abb. 2.6.7). Hierzu betrachten wir eine Kraftbilanz.
Vergleichen wir die Kréfte in x-Richtung, die auf ein Volumenelement wirkt,
wenn der Druck auf der linken und der rechten Seite unterschiedlich sei. Wir
bekommen:

oA (0P _ %
F =pA <p—|— 037AI) A= axAxA (2.6.25)
A y - v(x)
.
-1
X
z
—/ x
P p+@Ax AX
OX

Abbildung 2.6.7: Impulserhaltung in einem Medium.

Auch diese Gleichung kann man in drei Dimensionen ausdriicken und man
erhalt:

F = —gradpdV (2.6.26)

mit AAx = dV. Wenn wir die wirkenden Krifte bilanzieren, die zu einer

Beschleunigung % der Teilchen in einem Volumenelement fiithren, so erhalten

WIT':
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.
pdvd—: — pdV§ — gradpdV (2.6.27)

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Schwerkraft und der
zweite den Einfluss eines Gradienten im Druck. Die totale Zeitableitung auf
der linken Seite 148t sich umschreiben in partielle Ableitungen und man be-
kommt.

dv ov  0vdx  O0Udy  0U0z

T o Toa Ty o (2:6.28)
ov . 5
= o T(0:V)-u (2.6.29)

Hierbei ist (¢'- V) -¥ eine verkiirzte Schreibweise. Es ergibt sich schlieflich
die sog. Eulergleichung zu:

o7
p (a—z +(U-V)- 17) = pg — gradp (2.6.30)
Bei der Formulierung unter Benutzung der totalen Ableitung % betrach-

ten wir den Transport in der sog. Lagrange-Beschreibung, d.h. wir bewegen
uns mit den Teilchen mit und berechnen die Kinematik analog zur Kinematik
eines Massenpunktes. In der Formulierung der partiellen Ableitungen haben
wir hingegen ein orstfestes Koordinatensystem und betrachten die Anderung
der Geschwindigkeit der Teilchen in einem bestimmten ortsfesten Volumen-
element, die durch das Hinein- bzw. Hinausstromen von schnelleren bzw.
langsameren Teilchen entsteht. Dies bezeichnet man als Euler-Beschreibung.
Betrachten wir zum Beispiel eine Welle, d.h. "reiten” wir auf der Welle mit,
so dndert sich die Umgebung nicht, d.h. % = 0. Wie sieht dies fiir einen
auBeren Beobachter aus, der eine Welle vorbei laufen sieht:

dv  Ov
- =4 (7-V)-7 2.6.31
i at—l—(v V) - v (2.6.31)
Fiir diesen gilt:
v . .

Er beobachtet sehr wohl eine Anderung der Geschwindigkeit in dem festen
Volumenelement, wobei die beobachtete Geschwindigkeit der Anderung %
proportional zur Geschwindigkeit der Welle v und zur Steilheit der Welle
gradv ist.
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2.6.4 Stromung mit Reibung

Wie édndert sich der Transport, wenn wir beriicksichtigen, dafl in einer
Fliissigkeit Reibung auftreten kann. Betrachten wir dazu zunéchst eine
Fliissigkeit, die an einer Wand entlang strémt. Die Geschwindigkeit der
Fliissigkeit direkt vor der Wandoberfliche mufl Null sein, wihrend sie in
der Mitte der stromenden Fliissigkeit sehr hoch werden kann. D.h. wir haben
einen Gradienten in der FlieSgeschwindigkeit senkrecht zur Oberflache.

Flache A

Abbildung 2.6.8: Geschwindigkeitsprofil einer stromenden Fliissigkeit vor
einer Wand.

Diese unterschiedlichen Geschwindigkeiten konnen eine Reibungskraft er-
zeugen, die von dem Unterschied in der Geschwindigkeit abhédngt. Betrachten
wir eine Ebene in der Fliissigkeit mit der Flache A parallel zur Wand (sie-
he Abb. 2.6.8), so kann diese Reibungskraft Fz von dem Unterschied der
FlieSgeschwindigkeit ober- und unterhalb dieser Ebene abhéngen:

(2.6.33)

Die Proportionalitdtskonstante n gibt die Grofle dieser Reibungskraft an,
und wird als Viskositét bezeichnet (Einheit von 7 ist [Pa- s]).

Als Beispiel betrachten wir eine Fliissigkeit, die durch ein Rohr stromt
(siehe Abb. 2.6.9). Die Reibungskraft an der Oberfliche eines Zylinders der
Lénge L und mit Radius 7 im Innern des Rohres, mufl durch einen Druckun-
terschied zwischen dem Anfang des Zylinders p; und dem Ende des Zylinders
po aufgebracht werden. Dieses Kriftegleichgewicht ergibt:

dv
UQWTLE = r°m (p1 — p2) (2.6.34)

Dies ist eine Gleichung fiir die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v(r)
vom Radius r. Mit der Randbedingung, daf3 die Geschwindigkeit an der Wand
v(r = R) = 0 ist, ergibt sich nach der Integration:
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Abbildung 2.6.9: Stromungsgeschwindigkeit durch ein zylindrisches Rohr.

b1 — P2 2 2
=——F (R — 2.6.35
or) = P (R %) (26.35)
Die Menge an Fliissigkeit, die pro Zeit durch das Rohr fliefit, ist das be-
wegte Volumen V pro Zeit t. Das Teilvolumen dV eines kleinen Hohlzylinders
mit einem Innendurchmesser r und einem Aussendurchmesser r + dr bewegt
sich in einer Zeit At um eine Strecke Ax:

av Az
AL QFTdTE = 2mrdru(r) (2.6.36)

Dieses Volumen wird iiber den Radius integriert (von v(r = R) = 0 bis
v(R — 1)), und man bekommt schlielich das gesamte bewegte Volumen pro
Zeit t:

R 4 _
% - /H) omru(r)dr = W (2.6.37)

Diesen Zusammenhang bezeichnet man als das Gesetz von Hagen-
Poiseuille. Man erkennt, daf§ die DurchfluBmenge mit dem Radius zur vier-
ten Potenz ansteigt! D.h. eine sehr kleine Anderung des Radius eines Rohres
fuhrt zu einer drastischen Erhéhung bzw. Erniedrigung der DurchfluBmenge.
Dies ist insbesondere wichtig fiir die Kontrolle des Blutstroms in unserem
Korper. Schon kleinste Ablagerungen in den Blutgefafien kénnen die Durch-
fluBmenge stark reduzieren. Dies kann nur kompensiert werden, wenn der
Druckunterschied dementsprechend ansteigt, d.h. das Herz wird sehr stark
belastet.

Die Reibung der Fliissigkeit am Ubergang zu einem Festkdrper fithrt zu
einer Kraftwirkung. Auf der Basis von Gl. 2.6.33 fiir die Reibung zwischen
zwei Medien mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten, 1483t sich die Reibung
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einer Kugel mit Radius Ry, die sich mit der Geschwindigkeit vy durch ein
Medium bewegt, berechnen (Viskositét n). Fiir dieses Problem erhélt man
schliellich die Reibungskraft, die der Bewegungsrichtung v, entgegen gerich-
tet ist:

Fr = —6mnR 0, (2.6.38)
R —
FR
VO

Abbildung 2.6.10: Stoke’sche Reibung.

Diese Gleichung bezeichnet man als Stokes’sches Gesetz. Die Reibungs-
kraft steigt linear mit der Geschwindigkeit an.

2.6.5 Laminare und turbulente Stréomungen

Bislang hatten wir sogenannte laminare Stromungen betrachtet, d.h. ei-
ner Stromung bei der sich keine Wirbel bilden. Ab einer bestimmten
Stromungsgeschwindigkeit findet allerdings der Ubergang zu einer turbulen-
ten Stromung statt. Wie erklért sich dies?

Betrachten wir dazu einen umstrémten Zylinder, wie in Abb. 2.6.11. Im
Falle einer laminaren Stromung kann die anstromende Fliissigkeit jeweils
um beide Seiten des Zylinders stromen. Auf der Symmetrieachse des Zy-
linders, muf} die Geschwindigkeit am Punkt 1 und 2 jeweils 0 sein. Nach
der Bernoulli-Gleichung ist dort der Druck jeweils maximal. Geht man jetzt
auf einem Weg auf der Zylinderoberfliche von 1 nach 2, so erhcht sich
die Stromungsgeschwindigkeit und erniedrigt sich dann wieder (siehe Abb.
2.6.11). Bei der Stromung wird potentielle Energie (pV an 1) in kinetische
Energie und wieder in potentielle Energie (pV an 2) umgewandelt.

1 1
Pt 5@% =p2+ vag (2.6.39)
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»
»

1 3 2

Abbildung 2.6.11: Laminare Strémung um einen Zylinder.

Ab einer bestimmten Strémungsgeschwindigkeit wird allerdings die Rei-
bung in Fliissigkeit bzw. zwischen Fliissigkeit und Zylinderoberfliche wichtig.
Jetzt wird ein Teil der potentiellen Energie zur Uberwindung der Reibung
aufgebraucht.

1 1
p1V + §va% = pQV + ipvvg + WReibung (264())

D.h. die Geschwindigkeit der Stromung (kinetische Energie) wird schon
an Punkt 2’ Null (siche Abb. 2.6.12)! Nachdem aus Symmetriegriinden auch
an Punkt 2 die Geschwindigkeit Null ist, erhélt man ein Stromungsprofil bei
dem hinter dem Zylinder, zwei Wirbel entstehen.

Abbildung 2.6.12: Turbulente Strémung um einen Zylinder.
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Diese Wirbelbildung entspricht einem zusétzlich Strémungswiderstand,
da das Medium sich hinter dem Zylinder im Mittel jetzt schneller bewegt
(eben im Wirbel). Dadurch ist nach der Bernoulli-Gleichung der Druck nied-
riger. Eine niedrigerer Druck hinter dem Objekt fiithrt immer zu einer brem-
senden Kraft. Diese setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:

e Wirbelbildung

Durch die Reibung entstehen hinter dem Objekt zusitzlich ein
Stromungsprofil, das einen Wirbel erzeugen kann. In diesem Wirbel
bewegt sich die Luft mit einer endlichen Geschwindigkeit. Aus diesem
Grund ist, geméf der Bernoulli-Gleichung, der Druck dort geringer.
Durch die auftretende Geschwindigkeiten vpinse, des Mediums hinter
dem Objekt ergibt sich ein Druckunterschied (v; = 0 am Ort 1):

1

b1 — P2 = Ap = §pvi2n‘nten (2641)

e Druckverlust durch Uberwindung der Reibung

Potentielle Energie wird zur Uberwindung der Reibung aufgewendet.
Deshalb sind die Driicke p}, und py hinter dem Objekt kleiner als p; vor
dem Objekt. Es entsteht ein Druckunterschied gemaf:

plv = pZV + WReibung (2642)

bzw.

P1—p2= ApReibung (2643)

D.h. wir bekommen insgesamt. Nach Gl. 2.6.41 ist dieser Druckunter-
schied auch proportional zu $pvZ, ...

Der niedrigere Druck hinter dem Objekt erzeugt ein Kraft die der Bewe-
gung entgegen gerichtet ist.

F = ApA (2.6.44)

mit A dem Querschnitt des Objektes. Der genaue Betrag dieser Kraft
héngt allerdings in sehr komplizierter Weise von dem Stromungsprofil ab. Die
wichtigste Abhéngigkeit ist die von der Geschwindigkeit des Mediums vpnten
hinter dem Objekt. In erster Naherung ist diese gleich der Geschwindigkeit
v des Objektes selbst. Dieser Stromungswiderstand durch die Bildung von
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Wirbeln wird im sogenannten cy-Wert zusammengefasst. Die riicktreibende
Kraft F' ist proportional zu:

F= cW%pva (2.6.45)

Eine Tropfenform hat zum Beispiel einen cp-Wert von 0.06, wahrend
eine Scheibe einen cy-Wert von 1.2 besitzt und eine Kugel von 0.4. Die
riicktreibende Kraft ist hier immer proportional zum Quadrat der Geschwin-
digkeit, wahrend sie bei der Stokes’schen Reibung direkt proportional zur
Geschwindigkeit war. Letztere gilt allgemein fiir kleine Geschwindigkeiten
und laminare Stromungen, wahrend die quadratische Abhéngigkeit gut den
Stromungswiderstand durch Turbulenz beschreibt.

Die Entstehung von Wirbeln hinter einem umstrémten Korper fithrt zu
ausgedehnten rdumlichen Strukturen in dem Medium. Die einzelnen Wir-
bel 16sen sich abwechselnd von dem Korper ab und verbleiben wegen der
Drehimpulserhaltung iiber lange Zeit stabil'l. Es entsteht eine sogenannte
Karmann’sche Wirbelstrale, wie in Abb. 2.6.13 illustriert. Jedes mal,
wenn sich ein Wirbel ablost, entsteht wegen der Drehimpulserhaltung ein
riickstellendes Drehmoment auf das Objekt. Dies wird beim Flattern einer
Fahne sichtbar, bei der sich das Fahnentuch periodisch mit dem Ablésen der
einzelnen Wirbel hin und her bewegt; sie flattert.

O TN

Abbildung 2.6.13: Karman’sche Wirbelstrafle.

Wann entsteht jetzt der Ubergang von einer laminaren in eine turbulente
Stromung? Wie eingangs motiviert wurde, ist die Reibung ein entscheiden-
der Faktor. Betrachtet man die Teilchen-, Impuls- und Energiebilanz eines
stromenden Mediums, stellt man fest, daf§ die Stromungsmuster identisch
sind, wenn die sog. Reynoldszahl gleich ist. Diese Reynoldszahl Re ist de-
finiert als:

"1Das sich abwechselnde Ablésen von Wirbeln kann man aus einer Minimierung der
Energie verstehen, da das Volumen des rotierenden Mediums hinter dem Objekt bei einem
sequentiellen Ablosen klein bleibt.
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2Ekin

Re = ———
WReibung

(2.6.46)

mit Fy;, der kinetischen Energie in dem strémenden Fliissigkeitselement
und Whreipung der Arbeit, die gegen die Reibung geleistet werden muf. Bei
sehr kleinen Werten von Re ist die Stromung laminar. D.h. die Reibung
dominiert und benachbarte Elemente im Medium kénnen nicht einfach an-
einander vorbei stromen. Bei sehr groflen Werten von Re kénnen sich grofie
Geschwindigkeitsunterschiede ergeben. Der damit verbundene Unterschied in
den Druckverhéltnissen fiihrt zu der Bildung von Wirbeln. Eine typische kri-
tische Grenze fiir den Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung ist
eine Reynoldszahl von ungefahr 2000.

TT’

Abbildung 2.6.14: Reynoldszahl.

v

Die geleistete Arbeit auf einer Wegstrecke Az gegen die Reibung ist:

A
Wheibung = FAz =nA ‘A—Z Ax (2.6.47)

Die kinetische Energie, die sich iiber die Wegstrecke Ax um Awv in einem
Volumenelement dndert ist:

1 1
Epin = §mAv2 = §pAq:2Av2 (2.6.48)

Daraus folgt fiir die Reynoldszahl mit Az = Ay = Az:

pAzAv? ~ pAyAv
Ax n

Re =

e (2.6.49)
nA ‘A—y

D.h. fiir ein gegebenes Medium (p und 7) kénnen wir eine kritische Ge-
schwindigkeit Av = v, angeben, bei der die kritische Reynoldszahl Re.. fiir
eine typische Abmessung des Objektes Ay = L erreicht ist:

Re. = BLUC (2.6.50)
n
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Bei kleinen Abmessungen L bleibt die Reynoldszahl klein und die Aus-
dehnung des Objektes reicht nicht fiir die Bildung von Wirbeln aus. Bei einer
grofien Ausdehnung (z.B sehr breites Objekt) wird die Bildung von Wirbeln
begiinstigt.

2.6.6 Transport durch Diffusion

Bislang hatten wir den Transport durch eine Strémung betrachtet. D.h. Teil-
chen stromen im makroskopischen Sinn durch eine vorgegebene Geometrie.
Allerdings existiert auch eine mikroskopische Moglichkeit des Transports,
wenn Teilchen in einem Medium sich gemé&f ihrer mittleren Geschwindig-
keit bewegen. Fiir den Transport in eine Richtung ist es wichtig, dafl sich
das Teilchen {iber eine gewisse Strecke frei bewegen kann ohne mit ande-
ren Teilchen zu stoflen. Falls ein Stof3 auftritt, wird das Teilchen aus seiner
urspriinglichen Richtung heraus gestreut und der Transportproze$} in die vor-
gegebene Richtung ist unterdriickt.

Betrachten wir dazu zunéchst einen Strom an /N Teilchen, der sich in eine
feste Richtung x bewegen soll. Auf einem Weg Az erleiden die Teilchen Stofe
mit anderen Teilchen der Dichte n und werden aus ihrer urspriinglichen Rich-
tung abgelenkt. D.h die Zahl der Teilchen, die genau in x-Richtung stromen,
verringert sich in einem Zeitraum At um AN. Diese Abnahme ist:

) —
j—s :
N Teilchen @
9 ©
AX
Dichte n

Abbildung 2.6.15: Ein Strémung j wird durch St68e an Teilchen der Dich-
te n verringert.

= — _Nno=— (2.6.51)
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o bezeichnet den sog. Wirkungsquerschnitt als der " Trefferfliche” ei-
nes einzelnen Gasmolekiils 2. Daraus bekommen wir:

dN = —Nnodx (2.6.52)

Diese Integralgleichung 148t sich auflésen zu:

N(z) = Noe ™% = Noe > (2.6.53)
mit N(z = 0) = Ny und mit A der freien Weglénge:

A= — (2.6.54)

no

Fiir den mikroskopischen Transport betrachten wir jetzt ein Volumen mit
Gasteilchen, wobei sich in einer Richtung x die Dichte n &ndern soll, d.h. Z—Z #*
0. Wir betrachten eine gedachte Fliache A senkrecht zur z-Richtung, die einen
Bereich hoher Teilchendichte (n,) von einem Bereich kleiner Teilchenzahl
(n_) trennt. Die Zahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit durch diese Fliche
geméfl Abb. 2.6.16 von links nach rechts treten ist:

Abbildung 2.6.16: Herleitung des Diffusionskoeffizienten.

dN, = n vcos¥dtA (2.6.55)

Der Winkel 9 soll ausdriicken, da8 die Rate des Ubertritts von der Ge-
schwindigkeit normal zu der gedachten Oberfliche A abhéngt. v ist der mitt-
lere Betrag der richtungs-unabhingigen Geschwindigkeit der Gasmolekiile.

124 ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen gestreut wird
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Die Zahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit durch diese Flache von rechts nach
links treten ist:

dN_ = n_vcosddtA (2.6.56)

Wir bekommen als Bilanz fiir die Teilchenflussdichte j fiir den Transport
in positive x-Richtung:

. [dN. dN_\ 1

Der Unterschied in den Teilchendichten sei geméf3 Abb. 2.6.14:

dn
_ = —A 2.6.59
n no + 0T ( )

wobei ng, die Teilchendichte am Ort der gedachten Grenzfliche A ist. Wir
bekommen:

Jj = —2vcos ﬂZ—ZA:L' (2.6.60)
Wir wollen nur Teilchen betrachten, die innerhalb ihrer freien Weglinge
diese Fliche durchtreten konnen, da der mikroskopische Transport nur Teil-
chen beschrieben soll, die sich frei bewegen kénnen. D.h. das Volumen aus
dem Teilchen aus einer bestimmten Richtung ¥ mit der Geschwindigkeit v
durch diese Fléche treten ist AAx. Die Dicke Ax berechnet sich aus der Pro-
jektion der freien Weglange auf die Normale der Fliche A: Az = Acos?.
Damit bekommen wir schlie3lich:

dn
| = —20 cos® YA — 2.6.61
J vcos” IA— ( )
Wir miissen jetzt iiber alle Raumrichtungen ¥ mitteln
2 1 2.9 1
(cos® V) = — cos” ¥Usin¥dddep = — (2.6.62)
4m Raumwinkel 6
und erhalten schliellich das sog. Fick’sche Gesetz der Diffusion:
1_.dn
| = ——0A— 2.6.63
J=—guA ( )

D.h. es findet ein Teilchentransport statt, der durch einen rédumlichen
Unterschied in den Teilchendichten getrieben wird. Dies bezeichnet man als
Diffusion.
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2.7 Schwingungen

In vielen Systemen der Physik spielen Schwingungen eine grofie Rolle. Be-
trachtet man zum Beispiel die Atome in einem Molekiil, so sind im Gleichge-
wicht die Liange der Bindungen und die Bindungswinkel vorgegeben. Lenkt
man diese Atome aus ihrer Gleichgewichtslage aus, so wirkt eine riickstellende
Kraft. Diese riickstellende Kraft fithrt zu einer Oszillation der Bindung um
die Gleichgewichtslage. Eine Schwingung tritt auf.

2.7.1 Der harmonische Oszillator

Betrachten wir im folgenden den einfachen Fall einer Feder an dessen Ende
sich eine Masse m befindet, wie in Abb. 2.7.1 illustriert. In Ruhe sei der Ort
dieser Masse x = 0. Wird diese Feder ausgelenkt, so wirkt eine riickstellende
Kraft F = —cx. Wie dndert sich die Position dieser Masse, wenn wir als An-
fangsbedingungen x = 0 aber eine Geschwindigkeit v = &(t = 0) = v, vorge-
ben? Dazu schreiben wir zunéchst das zweite Newton’sche Gesetz geméf:

d*x
mit der Abkiirzung
2 C
= — 2.7.2
Wo m ( )

xE:O

Abbildung 2.7.1: Schwingende Masse m an einer Feder.

148t sich die Gleichung umstellen zu:

d2
d—; +wir =0 (2.7.3)
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Wir wollen jetzt die Zeitabhdngigkeit des Ortes x ermitteln. Dazu miissen
wir eine Funktion x(¢) finden, die die Gleichung 2.7.3 erfiillt. Dies kann durch
zwei Funktionen erfiillt werden:

z(t) = Asin(wot + @) (2.7.4)
z(t) = Acos(wot + ¢) (2.7.5)

A bezeichnet die Amplitude der Schwingung, wy die Kreisfrequenz
und ¢ die Phase. Wir wollen eine Losung finden fiir den Ansatz z(t) =
Asin(wpt + ¢) mit den Randbedingungen z(t = 0) = 0 und Z(t = 0) = vy.
Wir bekommen fiir die erste und zweite Ableitung:

w(t) = Awgcos(wot + @) (2.7.6)
i(t) = —Awsin(wot + @) (2.7.7)

Man erkennt, dafl der Ansatz die Gl. 2.7.3 erfiillt. Aus der Randbedingung
bekommen wir:

vo = Awg cos p (2.7.8)

und ¢ = 0 fiir 2(0) = 0. Damit ergibt sich a = 2 und wir erhalten als

Losung;:

x(t) = o sin(wot) (2.7.9)
wo

Der Verlauf des Ortes und der Geschwindigkeit sind in Abb. 2.7.2 dar-
gestellt. Bei den Orten x = 0 ist die Geschwindigkeit maximal, wéihrend
bei maximaler Auslenkung am Umkehrpunkt x = A der Schwingung die
Geschwindigkeit 0 ergibt.

Man kann jede Schwingung durch eine Cosinus bzw. Sinus-Funktion
darstellen, wobei man die Phase den Anfangsbedingungen entsprechend
auswahlt. Die Phase ¢ einer Schwingung ist in Abb. 2.7.3 graphisch ver-
anschaulicht.

Die Losung x(t) 1a8t sich auch fiir das Fadenpendel ableiten. Die Kompo-
nente der Schwerkraft in Richtung der Bewegungsrichtung des ausgelenkten
Pendels ist (siche Abb. 2.7.4):

F = —sinpmg (2.7.10)

Dies eingesetzt in das zweite Newton’sche Gesetz ergibt:
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Abbildung 2.7.2: Zeitabhéngigkeit von Ort x und Geschwindigkeit & einer
schwingenden Masse m.

d2
md—tf = —sin pmg (2.7.11)

mit x = ['sin ¢ ergibt sich dhnlich zu Gleichung 2.7.3 wieder:

— +

d*x g
AP 2.7.12
o T 0 (2.7.12)

mit

=1

(2.7.13)

Man erkennt, dafl die Frequenz eines Pendels nicht von der Masse des
Korpers abhéngt, sondern nur von der Lénge des Pendels.

Ein physikalisches Pendel bezeichnet den allgemeinen Fall eines beliebig
geformten Korpers, der eine Pendelbewegung vollfithrt. Das riickstellende
Drehmoment ist gegeben als:

D = —Ilmgsing (2.7.14)
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Abbildung 2.7.3: Phase einer Schwingung.

mit [ des Abstandes des Schwerpunktes von der Aufhdngung (=Hebel-
arm). Der Drehimpuls des Pendels mit Trégheitsmoment I beziiglich der
Aufhéngung ist:

dp
L=1Iw=I12X 2.7.15
w i ( )

Nach dem zweiten Newton’schen Axiom fiir die Rotation gilt:

D=—"=]-% (2.7.16)

Mit der Ndherung sin ¢ — ¢ gilt fiir kleine Winkel ¢, die Bewegungsglei-
chung:

— (2.7.17)

D.h. die Frequenz dieses physikalischen Pendels ist:

I
wo = % (2.7.18)

Fiir den einfachsten Fall einer punktférmigen Masse m ist das
Triagheitsmoment I = [?m. Wir bekommen somit mit

_Jmet 9
wo =\ 20 = \/; (2.7.19)

die Frequenz des einfachen Pendels.
Die Losung der Schwingungsgleichung 148t sich auch eleganter ableiten
indem man zunéchst einen komplexen Ansatz wihlt:

x(t) = ce™0t (2.7.20)
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Abbildung 2.7.4: Ein Pendel fiithrt eine harmonische Schwingung fiir kleine
Auslenkungen durch.

Die komplexe Exponentialfunktion setzt sich aus dem Cosinus als Realteil
und dem Sinus als dem Imaginérteil zusammen:

e =cosp+ising (2.7.21)

Umgekehrt lassen sich auch Cosinus und Sinus wiederum durch komplexe
Exponentialfunktionen ausdriicken:

sinp = L e —e ¥ (2.7.22)
21

cosp = % (e +e7¥) (2.7.23)

Bei dem Ansatz der komplexen Exponentialfunktion als Lésung einer
Schwingungsgleichung beschreibt der Realteil, dann den Verlauf der Ampli-
tude, wie in Abb. 2.7.5 illustriert ist. Der Vorteil besteht in der Tatsache, dafl
die Losungen sowohl einen imaginéren (einer komplexen Exponentialfunktion
entsprechend Cosinus und Sinus) als auch einen reellen Anteil haben kénnen
(normale Exponentialfunktion). Dieser Ansatz vereinfacht besonders die Be-
schreibung gedampfter und erzwungener Schwingungen, wie weiter unten de-
monstriert wird. Die Amplitude und die Phase einer Schwingungen kénnen
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Im(z)

Z
! ®»
D!
\/ Re(z)
Re(z)

e

= cos(p)

N

Abbildung 2.7.5: Die Losung einer Schwingungsgleichung kann man in der
komplexen Ebene darstellen.

P

mit dem komplexen Ansatz schnell ermittelt werden. Diese Parameter werden
dann fiir die reelle Funktionen Cosinus oder Sinus als entsprechenden Am-
plitude und Phase verwendet, um den Verlauf der Schwingung im Ortsraum
zu beschreiben.

Benutzen wir diesen Ansatz noch einmal fiir die Losung der Schwingungs-
gleichung in der Form:

i+wiz=0 (2.7.24)

Wir verwenden zunéchst wieder einen sehr allgemeinen Ansatz:

z(t) = €0 + cpe ™0 (2.7.25)

Die erste Ableitung ist:

ZE(O) = Uy = C1UWy — Caly (2.7.26)

Aus der Randbedingung z(t = 0) = 0 bekommen wir:
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z(0)=0=c1+c (2.7.27)
D.h. ¢ = —¢cy und |¢1| = |e2| = ¢. Aus v(t = 0) = vy bekommen wir:
R, (2.7.28)
wo

Wenn wir diese Randbedingungen fiir die Unbekannten ¢; und ¢, einsetzen
erhalten wir schliefSlich:

Yo 1 wot —wwot Yo .
t) = —— 0" — ) =— t 2.7.29
x(t) 7 (e e~ 0h) o sin wy ( )

Man erkennt, dafl man eine identische Losung wie GIl. 2.8.1 erhélt.

2.7.2 TUberlagerung von Schwingungen

Die Losung der Schwingungsgleichung sind trigonometrische Funktionen (Co-
sinus, Sinus). Jede harmonische Schwingung 1a8t sich so darstellen. Einzelne
Schwingungen lassen sich auch iiberlagern. Es gilt das Superpositionsprin-

Zip.

e Gleiche Amplitude, gleiche Phase

Uberlagert man zwei Schwingungen (Téne) der Form

1 = acoswit (2.7.30)
Ty = acoswst (2.7.31)

wobei die Phasen gleich sind, sich aber die Frequenzen unterscheiden,
so ergibt sich folgender Ausdruck:

T = acoswit+ acoswst

= 2acos (w1 ;wzt) cos <w1 ;th) (2.7.32)

Betrachten wir zwei Schwingungen deren Kreisfrequenz sehr nahe bei-
einander liegt, so ergibt die Summe ein Signal, wie es in Abb. 2.7.6
gezeigt ist. Man erkennt eine Schwingung mit &hnlicher Frequenz
wie die der Einzelschwingungen, deren Intensitéit allerdings mit einer
Einhiillenden moduliert ist. Die hohe Frequenz ist durch den Term
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Summe

Abbildung 2.7.6: Entstehung einer Schwebung bei der Uberlagerung von
zwei Schwingungen.

cos (%(wl + wg)) gegeben, wihrend die Modulation der Intensitét durch

den Term cos (3 (w; — w)) beschrieben wird. Im Fall einer Schallwelle
kann dies horbar gemacht werden: man nimmt einen Ton wahr, der
periodisch an- und abschwillt. Dies bezeichnet man als Schwebung.

e Gleiche Amplitude, gleiche Frequenz, aber unterschiedliche Phase

Betrachten wir jetzt den umgekehrten Fall von zwei Schwingungen bei
denen die Frequenz zwar gleich ist, sich aber die Phase unterscheidet.
Wir haben zunéchst:

r1 = acos(wt+ 1) (2.7.33)
Ty = acos(wt+ pg) (2.7.34)

Die Uberlagerung beider Schwingungen nach dem Superpositionsprin-
zip ergibt:

z(t) = acos(wt + 1) + acos(wt + o) (2.7.35)

mit cos (wt + 1) = cos (wt) cos 1 — sinwt sin ; ergibt sich:

x(t) = alcoswtcosp; — sinwtsin p;+

+ cos wt cos o — sin wt sin ps]
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= a[coswt (cosp; + cosyy) —
— sinwt (sin 1 + sin )] (2.7.36)

1 — P1t+e2 p1—p2 . . -
mit conr Y1 + cospy = 2cos 5 COS = und sing; + sing, =
2 sin #1722 cos #1522 ergibt sich:

P1 — P2 P1+ p2 . . P11t P2
T cos wt cos T — sin wt sin 5

x(t) = 2a cos
(2.7.37)

Die maximale Amplitude der Schwingung ergibt fiir ¢; = @9 gleich 2a,
d.h. die Schwingungen iiberlagern sich positiv, es tritt positive Inter-
ferenz auf. Falls die beiden Phasen um 180° bzw. um 7 gegeneinan-
der verschoben sind wird die Amplitude Null. D.h. die Schwingungen
16schen sich aus, es tritt negative Interferenz auf.

2.7.3 Die gedampfte Schwingung

Betrachten wir jetzt den Fall, da} die Schwingung geddmpft sei. Beispiel
sei eine Feder, bei der sich die Masse durch ein viskose Fliissigkeit bewegt.
Nach dem Stokes’schen Gesetz (Gl. 2.6.38) ist die Démpfung der Bewegung
proportional zur Geschwindigkeit . D.h. die Bewegungsgleichung miissen
wir um einen Dampfungsterm proportional zu einer Dédmpfungskonstante
v erweitern:

mi = —cx — 2ymi (2.7.38)

bzw.

i+ 2yi+wir =0 (2.7.39)

Wir verwenden jetzt eine exponentiellen Ansatz wobei die unbekannten
Faktoren ¢ und A\ jeweils komplexe Zahlen sein kénnen:

x(t) = ceM (2.7.40)

Mit diesem Ansatz bekommen wir als Bestimmungsgleichung fiir A

M+ 29 A +wi =0 (2.7.41)

mit den beiden Losungen:

Mg =—7E /7% —wi (2.7.42)
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D.h. die vollstéandige Losung ist:
z(t) =" [cle VPt L oyem VRt (2.7.43)

Wir erkennen, dafl durch die Wahl des Ansatzes sofort ein Anteil einer
normalen Exponentialfunktion entsteht (e=7*), der die Ddmpfung der Schwin-
gungsamplitude wiedergibt. Die anderen Terme konnen je nach Verhéltnis
zwischen v und wy reell oder komplex werden. Hieran erkennt man den effizi-
enten Weg zu einer Losung, die durch den formalen Ansatz einer komplexen
Exponentialfunktion gelingt.

Welche typische Losungen ergeben sich jetzt fiir die Zeitabhéngigkeit von
x(t). Wir kénnen drei Falle unterscheiden:

e v < wy schwache Dampfung

Falls die Dédmpfung v sehr klein gegen die Frequenz wy ist, so ist w eine
reelle Zahl:

w? = wj — 9 (2.7.44)

Damit bekommen wir fiir die beiden Losungen fiir \:

Ma2=—7EV-w?=—y+w (2.7.45)

Damit ergibt sich eine Schwingung der Form:

z(t) = e [ + coe ] (2.7.46)

Aus den Anfangsbedingungen z(0) = Ay und v(0) = 0 ergibt sich die
Losung zu:

z(t) = Age " cos(wt) (2.7.47)

Wir erhalten eine Schwingung, deren Amplitude exponentiell abnimmt,
wie in Abb. 2.7.7 gezeigt.

e v > w, starke Dampfung

Falls die Dampfung sehr stark ist, so konnen wir den Ausdruck

Ma=—7E/V—wi=—%a (2.7.48)
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mit o = /7% — w? einer reellen Zahl ausdriicken und erhalten:

x(t) = e [ere™ + cpe™ ] (2.7.49)

Falls man als Anfangsbedingung v(0) = vp und x(0) = 0 wihlt, so
bekommt man die Losung:

x(t) = ;—Zée’“ [e*" — ] (2.7.50)

Der Verlauf z(t) entspricht einem Kriechen der Feder, da die Amplitude
sehr langsam zuriick geht.

v = wp aperiodischer Grenzfall

Falls die Dampfung v genau gleich der Frequenz wy ist, so bekommt
man die Losung:

A=—vy (2.7.51)

Man benutzt diese Randbedingung fiir die Losung der Form z(t) =
c(t)e . Setzt man dies in die Differentialgleichung der geddmpften
Schwingung ein, bekommt man eine Bedingung fiir ¢ = 0 und fiir ¢ =
c1t + co. Aus den Anfangsbedingungen z(0) = 0 und v(0) = v, ergibt
sich die Losung fiir ¢ = 0 und ¢; = vg. Damit erhélt man:

z(t) = vote " (2.7.52)

Der aperiodische Grenzfall entspricht der schnellst méglichen Riickkehr
in die Gleichgewichtslage bei der kein Uberschwingen des Pen-
dels/Feder erfolgt (siche Abb. 2.7.8). Bei jedem Stofiddmpfer ist es
wesentlich, da3 die Dampfung genau so eingestellt ist, dafl der ape-
riodische Grenzfall realisiert ist. Nur dann kehrt die Feder schnellst
moglich in die Ausgangslage zuriick. Ist die Ddmpfung zu klein, so
schwingt das System nach. Ist die Dampfung zu grof3, so kann sich z.B.
der StoBdampfer nach der ersten Bodenwelle nicht schnell genug in die
Ausgangslage zuriick bewegen, um eine nachfolgende Bodenwelle gut
zu absorbieren.

187
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¥ << @,

Abbildung 2.7.7: Geddmpfte Schwingung fiir die Randbedingungen z(0) =
0 und #(0) = wo: bei sehr groBer Dampfung v > wy kehrt die Feder nur
langsam in die Ausgangslage zuriick, sie kriecht; fiir v = wg kehrt die Fe-
der schnellst moglich zuriick ohne iiberzuschwingen; fiir v < wp wird die
Schwingung sehr langsam geddmpft.

2.7.4 Die erzwungene Schwingung

Ein wichtiger Fall ist die erzwungene Schwingung. Man stelle sich dazu eine
Feder vor, deren Aufhdngepunkt iiber einen Exzenter mit einer periodischen
Kraft F' = Fycoswt angetrieben wird (siehe Abb. 2.7.8). Die Bestimmungs-
gleichung ist jetzt gegeben als:

F, cosmt ( ®

Abbildung 2.7.8: Beispiel fiir eine erzwungene Schwingung: eine duflere
Kraft bewegt periodisch den Aufhidngepunkt einer Feder.

mi = —cx — 2ymi + Fpe™! (2.7.53)

mit ¢ der Federkonstante, v der Dampfung und Fy der Amplitude der an-
regenden Kraft, die mit einer Frequenz w die Bewegung der Feder moduliert.
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Mit der Beschleunigung a = Fy/m bekommen wir:

i+ 2y% + wiz = ae™! (2.7.54)

Auch hier verwenden wir wieder den Ansatz

x(t) = Ae™! (2.7.55)

und bekommen als Bestimmungsgleichung:

— WA+ 2ywA+wiA=a (2.7.56)
Die komplexe Amplitude der Schwingung ist:

a i
A= =) T = |Ale* (2.7.57)

Mit dem Realteil:

a(wj —w?)
(wW§ —0?)’ + (2w)

RA = 5 = |A|cos g (2.7.58)

und dem Imaginéarteil

2ayw
(wf — w?)’ + (29w)
Die Amplitude und Phase sind Funktionen sowohl der Eigenfrequenz der

Feder wy als auch der externen Erregerfrequenz w. Fiir den Betrag der Am-
plitude bekommt man:

JA =— 5 = |A]singp (2.7.59)

F 1
|A(w)] = =2 (2.7.60)
m 2
V(6 — w2 + (290)?
und fiir die Phase bekommt man:
2yw
tan p = R (2.7.61)

D.h. die Amplitude der Feder wird maximal, wenn die Frequenz mit der
angeregt wird folgende Bedingung erfiillt:

wr = y/wi — 272 (2.7.62)

Dies bezeichnet man als Resonanz. Amplitude und Phase sind in Abb.
2.7.9 gezeigt. Man kann drei Bereiche identifizieren:
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o W < wy

Diese Phasenédnderung lafit sich anschaulich verstehen: bei kleinen an-
regenden Frequenzen w, folgt die Feder direkt der externen Erregung.
Nachdem die Eigenfrequenz wy sehr viel gréfer als w ist, kann das Sy-
stem Feder beliebig schnell folgen. Die Feder lauft der externen Erre-
gung hinterher und der Ort des Exzenters und der Ort der schwingen-
den Masse édndern sich jeweils in gleicher Weise, d.h. der Phasenwinkel
@ ist klein.

® W =Wy

Fiir w ~ wy ist die Phase ungefihr —7/2, d.h. Erregung und Schwin-
gung erfolgen um 90° phasen-verschoben. Die Amplitude im Bereich
der Erregerfrequenz w ~ wy ist sehr grofl. Man spricht von einer reso-
nanten Erregung der Feder. Bei einer Phasenverschiebung von —m/2
ist am Umkehrpunkt der Feder, die Geschwindigkeit der Erregung ma-
ximal. D.h. die Feder wird an den Umkehrpunkten durch die externe
Kraft maximal beschleunigt. Dadurch schaukelt sich die Schwingung
auf. Dies ist dhnlich zu dem Beschleunigen einer Schaukel, bei der ein
optimaler Effekt erzielt wird, wenn diese Schaukel genau im Moment
des Umkehrpunktes stark angeschoben wird.

e W > W

Fiir w > wy kann die Feder der Bewegung nicht mehr folgen, sie hinkt
nach (negative Phase). Die Auslenkung der Feder erfolgt spiter als
die Auslenkung des Erregers. Bei sehr hohen Frequenzen erfolgt die
Bewegung genau gegenphasig. Die Amplitude der Anregung lduft gegen
Null, d.h. die Feder kann der externen Anregung nicht mehr folgen. Dies
wird eindrucksvoll bei Lichtwellen sichtbar: dort miissen die Elektronen,
den Schwingungen des elektrischen Feldes (=der Lichtwelle) folgen. Bei
sehr hohen Frequenzen ist das nicht mehr moglich. So werden viele
Materialien zum Beispiel fiir Licht mit Frequenzen im Réntgenbereich
durchsichtig.

Bei der erzwungenen Schwingung wird Energie durch die &uflere Kraft in
die Bewegung der Schwingung hinein gepumpt. Man kann zwei charakteristi-
sche Amplituden definieren. Fiir w — 0 ergibt sich die Schwingungsamplitude
Zu:

a
| Ao = 2z (2.7.63)

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum ].90



KAPITEL 2. MECHANIK 2.7. SCHWINGUNGEN

A

a
2

%

-7zl2 ]

_7[_

Abbildung 2.7.9: Amplitude und Phase der erzwungenen Schwingung.

Im Maximum fiir schwache Démpfung v < wg bekommt man eine Am-
plitude von:

a

| Alinaz. = (2.7.64)

2wy

D.h. wenn die Dampfung sehr klein wird lduft die Amplitude der Schwin-
gung gegen unendlich, da dem System durch die externe Kraft kontinuierlich
Energie zugefiihrt wird. Das Verhéltnis dieser beiden Amplituden bezeichnet
man als Giite des Resonators:

|A‘mam _ ﬂ
|A|w~>0 27

In vielen praktischen Fillen kann man die Schwingung selbst oft nicht
beobachten. Bei der Kernspinresonanz wird zum Beispiel der Drehimpuls der
Atomkerne durch ein duflere Radiofrequenzspule modifiziert. Die absorbierte
Leistung in dieser Spule ist ein Mafl fiir die Dichte der Atomkerne. Aus
dieser Information wird dann das Bild rekonstruiert. D.h in der Regel wird

Q= (2.7.65)
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eine Resonanz an Hand des Auftretens einer erhohten Leistungsabsorption
beobachtet.

Wie berechnet sich diese Leistungsabsorption? Eine Schwingung (Ort x)
absorbiert eine Leistung P, die durch die externe Kraft F' aufgebracht wird:

dx
P=F o (2.7.66)
Aus der Losung der Schwingungsgleichung haben wir Amplitude und Pha-
se der erzwungenen Schwingung schon bestimmt. Die Kraft sei gegeben als
F = Fysinwt. Die Schwingung selbst habe die Form x = |A|sin(wt + ¢).

Damit ergibt sich:

d
P = Fd—f = Fysinwt|Ajw cos(wt + ) (2.7.67)

Mit cos(wt + @) = coswt cos p — sinwt sin ¢ bekommen wir:

P = Fy|Alw [cos ¢ sinwt cos wt — sin ¢ sin® wi] (2.7.68)

mit sin wt cos wt = %sin 2wt und sin? wt = % — = cos 2wt bekommen wir:

1
2

1 1 1
P = Fy|Alw 5 cos p sin 2wt + 3 sin ¢ cos 2wt | — F0|A|w§ sinp  (2.7.69)

Wenn wir iiber eine Periode mitteln, so fallen die Terme mit cos 2wt und
sin 2wt weg. Es verbleibt:

_ 1
P = —FOIA]wé sin ¢ (2.7.70)
Wenn wir sin ¢ aus Gl. 2.7.59 einsetzen, so bekommen wir schliellich:

1
(R — ) + (290)’
Die frequenz-abhéngige Absorption wird als sogenannte Resonanzlinie

sichtbar. Die Halbwertsbreite (Breite der Linie bei halbem Maximalwert)
ist fiir v < wp gegeben als:

P= F@EWQ (2.7.71)

Aw ~ ~72V/3 (2.7.72)

Diese Resonanzeffekte werden vielfach fiir Filter ausgenutzt. Um zum Bei-
spiel eine bestimmte Frequenz aus einfallenden Radiosignalen zu extrahieren,
verwendet man ein schwingendes System, das durch ein Radiosignal angeregt
werden kann. Falls die Resonanzfrequenz getroffen wird, schwingt das System
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an, was nachfolgend von der Elektronik registriert wird. Falls die Frequenz des
Radiosignals das System nicht anregen kann, bleibt der Empfanger stumm.
Die Giite eines solchen schwingenden Systems wird durch die Breite der Reso-
nanzlinie definiert. Ist die Giite sehr hoch, d.h. die Resonanzlinie sehr scharf,
so kann ein Filter einen kleinen Bereich in einem Frequenzspektrum heraus
trennen.

2.7.5 Gekoppelte Oszillatoren

In der Natur treten Oszillatoren in der Regel nicht isoliert auf. Betrachten
wir zum Beispiel eine Kette von Atomen in einem Festkorper so wird die Aus-
lenkung eines Atoms in der Kette auf die anderen iibertragen. Betrachten wir
dazu den einfachstem Fall zweier gekoppelter Oszillatoren. Die Auslenkungen
x1 und x5 sind geméfl Abb. 2.7.10 gegeben als:

mi, = —cxy—c(r] — Tg) (2.7.73)

mis = —cxo—c(Ty— 1) (2.7.74)

Abbildung 2.7.10: Gekoppelte Oszillatoren.

Diese gekoppelten Differentialgleichungen lassen sich vereinfachen, wenn
man einerseits die Differenz und andererseits die Summe bildet:

m(x1 +I2) = —C (ZL’l —|—l’2> (2775)
m (i) —&y) = —c(r) —x9) — 2¢(x1 — 29) = =3¢ (21 — 2)(2.7.76)

Mit der Substitution ¢ = x; + 25 und b = z; — x5 bekommen wir zwei
entkoppelte Differentialgleichungen:

ma = —ca (2.7.77)
mb = —3cb (2.7.78)
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mit den Loésungen:

Acos (wit + ¢1) (2.7.79)
b = Acos(wat + ©3) (2.7.80)

Daraus lafit sich urspriingliche Losung wieder konstruieren, und wir be-
kommen:

1 1
1 = la+b) = Ag (cos (wit + 1) + cos (wot + 22)) (2.7.81)

bzw.

1 = Acos (w1 ;w2t+ 1 ; S02) CcoS (wl ;—WQt 4 ;— S02) (2.7.82)

Man erkennt, dal man fiir die Auslenkung am Ort x; eine Art Schwebung
bekommt. Die Amplitude der Schwingung bei w = % (w1 + ws) schwillt an und
wieder ab. Gegenphasig dazu steigt die Amplitude x5 und sinkt wieder. D.h.
die Energie der Schwingung oszilliert zwischen der maximalen Amplitude
und der maximalen Amplitude x,
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2.8 Wellen

Schwingungen beschreiben die zeitliche Entwicklung einer Oszillation. Hat
man allerdings eine lokale Quelle, die ein umgebendes Medium anregt, so
kann sich diese Schwingung auch rdumlich ausbreiten. Eine Welle entsteht.

2.8.1 Ausbreitung von Wellen

Die Ausbreitung von Wellen 148t sich an Abb. 2.8.1 verdeutlichen. Beginnt
man ein Seil zu einem Zeitpunkt ¢t = 0 periodisch zu bewegen, so pflanzt sich
diese Schwingung auf dem Seil fort. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines
Wellenberges bezeichnet man als Phasengeschwindigkeit vpjgse.

NN/
VRV

/ /
l l

A

Abbildung 2.8.1: Ausbreitung einer Schwingung auf einem Seil.

Die Tatsache, dafi diese Welle sich mit der Zeit ¢t mit einer Geschwindigkeit
Uphase ausbreitet, 1aBt sich durch den Ansatz

z(z,t) = Asin {w (t— & )] (2.8.1)

UPhase

beschreiben. Wie erklért sich diese Phasengeschwindigkeit? Betrachten
wir dazu einen Beobachter, der sich mit der Phasengeschwindigkeit mit der
Welle mit bewegt (wie ein Surfer auf einer Wasserwelle). Der Ort dieses
Surfers dndert sich somit wie:

Zsur fer = UPhaset (282)

Setzt man dies in 2.8.1 ein, so erkennt man, daB z(zgurfer,t) = const.
wird. D.h. die Amplitude am Ort dieses Surfers dndert sich nicht, er reitet
auf der Welle.
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Die Gleichung 2.8.1 beschreibt die Amplitude z als eine Funktion von
Zeit und Ort. Den rdumliche Abstand zwischen zwei Orten mit einem Pha-
senunterschied von 27 bezeichnet man als Wellenléange \:

w<t— i )—w(t— o ):27r (2.8.3)
UPhase UPhase

mit zo — z; = A erhélt man somit:

2
A= phase (2.8.4)
w

w war die sog. Kreisfrequenz, d.h. die Anderung des Winkels pro Zeit.
Die Frequenz f ist die Zahl der Schwingungen pro Sekunde:

(2.8.5)

Nach GI. 2.8.4 ergibt sich der Zusammenhang:

UPhase
= 2.8.
f 3 (2.8.6)

GIl. 2.8.1 148t sich somit kompakt schreiben als:

x(z,t) = Asin(wt — kz) (2.8.7)
mit &k der sog. Wellenzahl.
2T
| — 2.8.
\ (2:88)

Man unterscheidet longitudinale und transversale Wellen: bei longi-
tudinalen Wellen erfolgt die Auslenkung in Richtung der Wellenausbreitung,
wahrend bei transversalen Wellen die Auslenkung senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung erfolgt. Dies ist in Abb. 2.8.2 veranschaulicht.

2.8.2 Die Wellengleichung

Wie berechnet sich jetzt die Ausbreitung einer Welle in einem beliebigen Me-
dium? Betrachten wir dazu zunéchst die allgemeine Form der Amplitude an
einem Ort z zu einem Zeitpunkt ¢. Diese sei durch eine nicht nédher definierte
Funktion f gegeben. Aus dem allgemeinen Verhalten einer Welle, wie oben
erlautert, konnen wir sofort schlieffen, dafi das Argument dieser Funktion
f(u) der Form v = z — vt sein mufl (fiir einen ”Surfer” mit z = vt muf
f = const. gelten). Es gilt somit:
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O O © ®© ©  inRuhe

© O,
Q) ® ® transversal
© ® ® O @ longitudinal

Abbildung 2.8.2: Transversal- und Longitudinalwellen.

z(z,t) = f(u) = f(z — vt) (2.8.9)
Die zeitliche Ableitung dieser Amplitude ergibt:
dr  df du df
=T — 2.8.1
At dudt ' du (28.10)
bzw. die zweite Ableitung:
2 2 2
do__Lfde 4] (2.8.11)

dar? du?dt — du?
Analog zur zeitlichen Ableitung 148t sich auch die rdumliche Ableitung
bilden:

de  df du  df

T 2.8.12
dz dudz du (28.12)
Die zweite Ableitung liefert.
2 2 2
dw_dfdu_dJ (2.8.13)

dz2 du?dz  du?
Vergleicht man jetzt Gl. 2.8.11 und GI. 2.8.13, so erkennt man folgenden
Zusammenhang;:

dr  ,d%z

ar ~ " a2

Diese Gleichung bezeichnet man als Wellengleichung, die sich anschau-
lich am Beispiel unserer Seilwelle beschreiben 1&8t. Die zweite Ableitung ‘52723
entspricht der Kriimmung des Seils, wie zum Beispiel die Auslenkung z am

(2.8.14)
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Ort einer Seilschlaufe (siehe Abb. 2.8.3). Pflanzt sich diese Seilschlaufe mit
der Geschwindigkeit v nach rechts fort, so wird ein benachbarter Ort auf
dem Seil beschleunigt (327%). Hierbei ist eine endliche Krimmung (zweite
Ableitung) wichtig. Eine endliche erste Ableitung Z—z entspriche nur einer
gleichmdfigen Erhohung der Amplitude an einem Ort z, aber keiner Be-
schleunigung. Die Beschleunigung an einem Ort z ist umso grofier je schnel-
ler sich die Welle in z-Richtung bewegt. Dies erklart die Proportionalitéit zur

Phasengeschwindigkeit vppase.

dz

Abbildung 2.8.3: Ausbreitung einer Auslenkung z in Zeit und Ort.

In vielen praktischen Anwendungen mufl diese Wellengleichung fiir die
Ausbreitung von Wellen in unterschiedlichen Medien gelost werden. Dies soll
an drei Beispielen erldautert werden:

e Seilschlaufe, transversale Welle

Betrachten wir eine Seilschlaufe, die sich mit der Phasengeschwindig-
keit v ausbreitet, wie in Abb. 2.8.4 gezeigt. Die Phasengeschwindig-
keit dieser transversalen Welle 1&8t sich aus einer einfachen Kraftbi-
lanz ableiten. Wir gehen in ein bewegtes Bezugssystem, das sich mit
v bewegt. D.h. die Seilschlaufe bleibt ortsfest und das Seil bewegt
sich mit —v durch einen gekriimmten Bereich mit Kriimmungsradius
R hindurch. Die Zugspannung o versucht das Seil gerade zu ziehen,
wahrend die Zentrifugalkraft die Seilschlaufe aufrecht erhélt. Bei ei-
nem Kriimmungsradius R ist die Zugkraft gegeben als:

Frugspannung = 20 A sin © (2.8.15)

Nur die Komponente osin © der Zugspannung wirkt der Auslenkung
entgegen. Die Querschnittsfliche des Seils sei A. Geméfl Abb. 2.8.4 ist
der Winkel © mit der Léange Al verkniipft wie:
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1

E I:Spannung oc w‘j_&

0

Abbildung 2.8.4: Auslenkung eines Seilstiickes einer Seilwelle, die sich mit
v ausbreitet.

Al 1l ,
SR sin © (2.8.16)
D.h wir bekommen:
Al
FZugspannung = O-AE (2817)

Diese Kraft ist im Gleichgewicht mit der Zentrifugalkraft:

2 2

() [
FZentrifugal = Amﬁ = IOAAZE (2818)

mit p der Dichte des Seils. Wir bekommen somit aus dem Vergleich von
Gl. 2.8.17 und 2.8.18 die Phasengeschwindigkeit zu:

v=,]= (2.8.19)

D.h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist proportional zur
Wurzel aus der Zugspannung. Man bemerke, dafl die Phasengeschwin-
digkeit dieser transversalen Welle nicht von den elastischen Eigenschaf-
ten des Seils abhéngt.

e Dichtewelle in einem Festkorper, longitudinale Welle
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Eine longitudinalen Welle bei der sich die Dichte in dem Medium
periodisch &ndert, bezeichnet man generell als Schallwelle. Es sei
ein Material gegeben, durch das eine ebene Dichtewelle in z-Richtung
lauft (siehe Abb. 2.8.5). In einem Volumenelement der Ausdehnung
dz herrscht links und rechts ein unterschiedliche Druckspannung o,
die zu einer Auslenkung einer Schicht des Mediums um dx fiihrt. Die
Anderung der Kraft dF iiber eine Linge dz ist

dF = A(oc +do) — Ao = Ado (2.8.20)
g c+de
—1 il =
o ,/dz ,,'a+d0

Abbildung 2.8.5: Ausbreitung einer Schallwelle in einem Medium.

Die Druckspannung ist mit den elastischen Eigenschaften des Mediums
verkniipft. Die relative Langenénderung ist ¢ = Z—ﬁ. Mit o =ebl =FE %
ergibt sich:

do d’x

D.h. die Kraft dF ergibt sich aus:
d*x

Diese Kraft fiihrt zu einer Beschleunigung einer Masse dm im Volu-
menelement Adz:

d*x d*x d*x
dF = dm— = p—dV = pAdz— 2.8.2
e = gV = PAk g (2.8:23)
Vergleichen wir G1.2.8.22 und 2.8.23, so erkennen wir als Wellenglei-
chung wieder:
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d*x E d%x
—~—

02

Aus dem Vergleich mit Gl. 2.8.14, bekommt man als Phasengeschwin-
digkeit einer solchen Welle:

(2.8.25)

FE
VUPhase = -
p

Man erkennt, dafl die longitudinale Welle im Unterschied zu der trans-
versalen von den elastischen Eigenschaften (gegeben durch E) des Ma-
terials abhéngt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Schallwelle in
einem Material wird ausgenutzt, um dessen elastische Eigenschaften
zu bestimmen. Hierzu wird iiber eine Anregung mittels Laser oder
Piezoelementen eine Schallwelle erzeugt und die Laufzeit dieser Wel-
le gemessen. Mit bekannter Dichte des Materials 148t sich damit das
Elastizitdtsmodul (sogar richtungsabhéingig) ermitteln.

Dichtewelle in einem Gas

Eine longitudinale Welle in einem Gas entspricht einer rdumlichen und
zeitlichen Anderung des Luftdrucks. Dies nehmen wir als Ton wahr. Die
riickstellende Kraft in benachbarten Volumenelementen ist in Analogie
zu Gl. 2.8.20 immer:

dF = (p+ dp)A — pA = Adp (2.8.26)

In Analogie zu der Ableitung der Schallwelle in einem Festkorper ergibt
sich dann eine Phasengeschwindigkeit in einem Gas von:

Upnase = « |2 (2.8.27)

p

mit p dem Druck und p der Dichte des Gases. Reduziert man zum
Beispiel die Dichte des Mediums (Schallausbreitung in Helium statt in
Luft), so wird die Phasengeschwindigkeit hoher, und die Dichteschwan-
kungen erreichen schneller unser Ohr. Dies nehmen wir als héhere Fre-
quenz wahr.
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2.8.3 Energiedichte einer Welle

Fiir das Wahrnehmen von Wellen ist deren Intensitdt mafigeblich. Um die
Intensitéit einer Welle zu bestimmen, beginnen wir zunichst mit der Be-
schreibung einer Welle geméf3:

x = Asin(wt — k2) (2.8.28)

Die Intensitéit einer Welle ist der Transport von Energie mit der Pha-
sengeschwindigkeit. Die Energie der Welle besteht aus zwei Beitridgen, der
potentiellen und der kinetischen Energie:

e kinetische Energie

Die kinetische Energie, die durch die Geschwindigkeit & festgelegt ist,
ist gegeben als:

1 1
Epin = §Am¢2 = §AmA2w2 cos*(wt — k2) (2.8.29)

Fiir die Intensitét ist die zeitlich gemittelte Energie mafigeblich. Die
zeitliche Mittelung iiber eine Periode von (cos? (wt — kz)) ergibt den
Faktor 1/2. Damit bekommt man:

1

e potentielle Energie

Die potentielle Energie, die in der Schwingung steckt ist gegeben durch
die Arbeit, die gegen die riickstellende Kraft geleistet wird (F' = —cx).
Mit Eppt = — f Fdx bekommt man fiir die potentielle Energie:

1 1

Epot = §cx2 = 56142 sin?(wt — kz2) (2.8.31)
Auch hier wird das zeitliche Mittel benétigt mit (sin?(wt — k2)) = 1/2.
Mit w? = 3% bekommen wir:
1 2 2
(Epot) = ZAmA w (2.8.32)

Man erhélt somit fiir die Gesamtenergie der Welle:

(E) = (Epot) + (Ekin) = %AmAsz (2.8.33)
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Die Intensitét pro Fléche ist die Energie, die sich in der Welle pro Volumen

mal der Phasengeschwindigkeit vppqs. ausbreitet. Damit bekommt man mit
Am = pAV:

1= Aiv’l}phase = %UphasepA2w2 (2834)

D.h. die Intensitdt nimmt mit dem Quadrat der Amplitude A und der

Frequenz w zu. Diese Formel beschreibt zum Beispiel auch die Intensitét von

Schallwellen. Schallwellen sind longitudinale Druckschwankungen dp in einem

Medium mit dem Druck p. Die Intensitéit dieser Welle I skaliert wie dp®. Man

definiert damit den sogenanten Schalldruckpegel L, als dimensionslose Zahl

wie:
2

L, =10log % [dB] (2.8.35)

Das ist zu unterscheiden von der so genannten Lautstirke in der Einheit
Dezibel dB, die den Bezug zur menschlichen Hérschwelle definiert:

1
Lautstérke = 10 log A [dB] (2.8.36)
0

Diese Horschwelle ist abhéngig von der Frequenz und liegt bei 1 kHz bei
einer Intensitéit von Iy ~ 1072 Wm~2 liegt. Das menschliche Gehér kann Fre-
quenzen von 16 Hz bis zu 16 kHz wahrnehmen und wird von Lautstéarken bis
100 dB gerade noch nicht dauerhaft geschiadigt. Allerdings werden Gerédusche
unterschiedlicher Frequenz unterschiedlich laut wahrgenommen. Diese emp-
fundene Lautstarke ist in Abbildung 2.8.6 gezeigt. Man erkennt, dafl insbe-
sondere im Bereich um 1000 Hz, also der normalen Tonlage des Sprechens
(Kammerton a entspricht 440 Hz), die wahre Lautstéirke und die empfundene
ungefihr gleich sind. Nur sehr tiefe und sehr hohe Tone werden als sehr viel
lauter registriert.

2.8.4 Uberlagerung von Wellen

Fiir Wellen gilt das Superpositionsprinzip. Falls man mehrere Quellen hat, so
kénnen die einzelnen Wellen {iberlagert werden und ergeben in der Summe
das sich ausbreitende Wellenmuster oder Wellenbild. Dies sei im folgenden
an zwei Beispielen illustriert.

Eindimensional

Betrachten wir im eindimensionalen zwei Wellen, die mit unterschiedlicher
Frequenz w und Wellenlénge bzw. Wellenzahl £ sich in z-Richtung ausbreiten.
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Schalldruckpegel L, [dB]
120
16 -16K, Horbereich
L, = const
0L | I |
10 100 1000 10000 f[Hz]

Abbildung 2.8.6: Schalldruckpegel L, in Dezibel im Vergleich zu einer
Kurve konstanter Lautstirke Ls in Abhéngigkeit von der Frequenz.

Die Phasen seien dabei identisch und zu Null gesetzt:

r1 = Acos(wit — ki2) (2.8.37)
To = Acos(wat — ko2) (2.8.38)

Die Uberlagerung ergibt:

A A
r =1z + x93 = 2A COS (TWt — 7]{2) cos (Wt — kmz) (2.8.39)

Es entsteht eine Art Schwebung wobei die Welle selbst sich mit der Pha-
sengeschwindigkeit vppese = “I:—:n” mit der Frequenz w,, = (w; + w») % und der

Wellenldnge k,, = (ki + kg)% ausbreitet. Dieser Wellenzug wird aber von
einer Einhiillenden begrenzt, die die Amplitude geméaf3 cos (%t — %z) mo-
duliert. Die Maxima der Einhiillenden bewegen sich mit der sog. Gruppen-
geschwindigkeit vg,yppe = % in z-Richtung fort (siehe Abb. 2.8.7). Fiir
den allgemeinen Fall kleiner Unterschiede in Frequenz und Wellenzahl wird
aus ﬁ—‘g — Z—“,;. Demnach ist die Gruppengeschwindigkeit genau die Ableitung

der Frequenz nach der Wellenzahl:
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VPhase

VGruppe

Abbildung 2.8.7: Gruppen- und Phasengeschwindigkeit.

dw
Urume = (2.8.40)

Diese Gruppengeschwindigkeit kann sich grundsétzlich von der Phasen-
geschwindigkeit unterscheiden. Die Phasengeschwindigkeit war:

UPhase = % (2841)

Zwischen der Gruppen- und Phasengeschwindigkeit herrscht der Zusam-
menhang:

d dUPhase

VGruppe = % (UPhasek) = UPhase T k dk (2842)
mit k = 27“ und dk = —?\—gd/\ ergibt sich:
d ase
VGruppe = VPhase — A U;;L\ (2843)

D.h. falls die Phasengeschwindigkeit sich mit der Wellenldnge éndert, so
unterscheiden sich Gruppen- und Phasengeschwindigkeit. Man spricht von
Dispersion (fiir lateinisch Abweichung). Diese Abhéngigkeit der Phasenge-
schwindigkeit von der Wellenlénge tritt grundsétzlich bei Wellen in Medien
auf. Nur bei Lichtwellen im Vakuum tritt keine Dispersion auf, da hier die
Phasengeschwindigkeit immer die Lichtgeschwindigkeit ist.

Beliebige Wellen miissen nicht grundsétzlich sinus- oder cosinus-férmig
sein, da sich jede Wellenform als Superposition von trigonometrischen Funk-
tionen darstellen 148t. Ein Funktion, die man geméafl der Vorschrift
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x(z) = ap + f: ay sin(¢, — nkyz) (2.8.44)
n=1

konstruiert wird immer eine giiltige Losung der Wellengleichung darstel-
len. ¢,, bezeichnet die Phase der Komponente n. Falls man die zeitliche Ent-
wicklung der Amplitude einer Welle an einem bestimmten Ort benétigt 148t
sich analog zu obiger Gleichung auch eine allgemeine Form konstruieren:

x(t) = by + Z by, sin(nwot — V,,) (2.8.45)
n=1
U, bezeichnet die Phase der Komponente n. Dieses Superpositionsprinzip
kann auch kontinuierlich formuliert werden und man bekommt:

z(t) = /000 Aw)e'@ = ) dy (2.8.46)

Diese Abbildung 1a8t sich umkehren und das Frequenzspektrum A(w)
bekommt man bei bekannter zeitlicher Entwicklung der Amplitude x(t) aus:

Alw) = — / z(t)e! @tk gt (2.8.47)

Die Rechenvorschriften 2.8.46 und 2.8.47 bezeichnet man als Fourier-
Transformation. Insbesondere Gl 2.8.47 bezeichnet man als Frequenz-
analyse eines gegebenen Signals.

Mehr-Dimensional

Die Uberlagerung von Wellen gilt allerdings nicht nur im eindimensionalen.
Will man die rdumliche Ausbreitung von Wellen beschreiben, 148t sich die
Richtung der Welle formal durch einen Wellenvektor darstellen, wie in Abb.
2.8.8 illustriert.

Wollen wir zum Beispiel die Amplitude einer Welle, die vom Koordina-
tenursprung in eine Richtung k ausgeht, an einem Ort 7 wissen, berechnet
sich die Phase aus:

|k||r| cos a = k7 (2.8.48)

Betrachten wir jetzt zwei Quellen von denen ebene Wellen, die die gleiche
Frequenz besitzen aber unterschiedliche Ausbreitungsrichtungen k und Pha-
sen ¢ besitzen. Wir suchen die Amplitude am Ort 7 geméafl Abb. 2.8.9. Die
beiden Amplituden sind.
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Abbildung 2.8.8: Interpretation der Wellenzahl als Wellenvektor.

ry = Ajcos(wt — k7 -+ ©o1) (2.8.49)
Ty = Ajcos(wt — Fyr -+ ©o2) (2.8.50)

r

—

K,

|
)

Abbildung 2.8.9: Uberlagerung von zwei ebenen Wellen, die vom Ort 1
und 2 ausgehen. Der Koordinatenursprung sei 0.

mit A; und @g; der Amplitude und Phase von Quelle 1 zum Zeitpunkt
to = 0. Bzw. mit Ay und gy der Amplitude und Phase von Quelle 2 zum
Zeitpunkt tg = 0. Die Vektoren 77 und 75 verbinden die Quellen mit dem Ort
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7. Die Phasen ¢g; und g, stellen einen rdumlichen und zeitlichen Bezug der
beiden Quellen untereinander dar. Der Einfachheit halber beziehen wir beide
Quellen auf den Koordinatenursprung:

por = ki(r—71) (2.8.51)
Yoz = ko (7"—1%) (2.8.52)

mit (7 — ) dem Abstand der Quelle 1 vom Ursprung und (7 — 7;) dem
Abstand der Quelle 2 vom Ursprung. Wir verwenden folgende Ersetzung

o1 = ki + oo (2.8.53)
P2 = ki + @02 (2.8.54)

und bekommen schlieBlich als Uberlagerung der Wellen an einem Ort
die Amplitude z:
T =x1 + 13 = Ay cos(wt — 1) + A cos(wt — o) (2.8.55)
Die Intensitdt der Welle am Ort 7 ist proportional zur Amplitude zum
Quadrat, da gilt:
L 5 2
I x Eppr 5T" X (2.8.56)

In Gl. 2.8.55 eingesetzt ergibt sich:

I o Aicos® (wt — 1) + A3 cos® (wt — o)
+2A;1 Ay cos (wt — 1) cos (wt — o) (2.8.57)

Der letzte Term 148t sich mit Hilfe trigonometrischer Beziehungen um-
formen zu:

1 1
cos (wt — 1) cos (wt — pg) = 5 cos (2wt — (1 + p2)) + 5 cos (p2 — 1)
(2.8.58)

Fiir die Bestimmung des Wellenmusters betrachten wir eine zeitliche Mit-
telung iiber eine Periode der Schwingung. Wir erhalten:

(2.8.59)
(2.8.60)

(cos® (wt — 1)) =
(cos (2wt — (p1 + 2)) =

(=N R
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Somit ergibt sich die gemittelte Intensitat (I) zu:

1
(I) = 3 (AT 4+ A3) + A1 Ay cos(ipa — 1) (2.8.61)
mit dem Phasenunterschied oy — ¢1:
Y2 — 1 = Koy + ko (7" — 7)) — kymy — ky (7 — 7)) (2.8.62)
Der ergibt sich zu:
P2 —p1=Ap = (752 - E1) T (2.8.63)

Man bekommt schliefilich den Ausdruck fiir die gemittelte Intensitat (I)
am Ort 7" zu:

Iy = % (43 + 43) + A Ascos (R — o) 7) (2.8.64)

Man erkennt, daf} die Intensitéat nicht nur Terme geméfl A; und A enthalt
sondern auch gemischte Terme geméfi Ay Ascos Ap. D.h. die Intensitdt am
Ort 7 héngt von dem Cosinus des Phasenunterschieds Ay ab. Hat man zum

2
ergibt der Cosinus -1 und man bekommt (I) = 0. Es tritt destruktive Inter-
ferenz auf. Im Fall eines Phasenunterschieds von 0 bzw. 7 (bzw. Vielfachen
davon), wird der Cosinus 1 und (/) = 2A (fir A; = A, = A). Man spricht
von konstruktiver Interferenz.

Im Falle von Schallwellen kann man den Schalldruck sehr effektiv min-
dern indem man die Uberlagerung von Wellen ausnutzt. Gelingt es einem
eine zweite Schallwelle zu iiberlagern, die genau um 7/2 phasen verscho-
ben ist, so l6schen sich Wellenberge und Wellentéler exakt aus und die
Lautstarke wird effizient verringert. Man spricht von Antischall. Fiir die
genaue Uberlagerung von Schall und Antischall, kann man entweder eine
gegen-phasige Schallerzeugung am Ort der Larmquelle realisieren, oder am
Ort des Empfangers entsprechend gegenphasig Antischall erzeugen. Dies ge-
schieht am besten innerhalb von Kopfhorern, wie sie zum Beispiel von Piloten
verwendet werden.

Beispiel genau einen Phasenunterschied am Ort 7 von (EQ - l%) ¥ =2 so0

2.8.5 Beugung, Brechung und Reflexion von Wellen
Das Huygens’sche Prinzip

Wellen breiten sich rdumlich aus und konnen sich entsprechend iiberlagern.
Dabei tritt konstruktive und destruktive Interferenz auf. Diese Ausbreitung
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von Wellen in einem Medium mit gegebene dufleren Randbedingungen wie
Grenzflachen, Blenden etc. 1483t sich sehr elegant ableiten, wenn man das
Huygens’sche Prinzip bemiiht:

Jede Welle 148t sich als Uberlagerung von Kugelwellen darstellen.

Dies soll im folgenden erldautert werden. Betrachten wir zunéchst eine
Welle, die von einem Punkt ausgehen soll. Das Wellenbild das sich ergibt
ist eine Kugelwelle, wie in Abb. 2.8.10 illustriert. Die Intensitéit der Welle
dndert sich mit dem Abstand zur Quelle wie (siehe Gl. 2.8.33):

I < vf(r)2w?p (2.8.65)

Abbildung 2.8.10: Eine Kugelwelle geht von einem Punkt radial aus.

wobei f(r) zunédchst eine allgemeine Abhéngigkeit der Amplitude vom
Abstand darstellen soll. Wegen der Energieerhaltung darf die Intensitét in-
tegriert iiber die Oberflache einer Kugel, die die Quelle im Abstand r um-
schlieft, allerdings nicht ab- (fiir den Fall keiner Ddmpfung) oder zunehmen.
D.h. wir miissen fordern, dafl die Intensitét I esqme, die sich durch Integration
iiber alle Raumrichtungen (47r?) ergibt, gegeben ist als:

Ljesamt X vf(r)*4mr? = const. (2.8.66)

Daraus folgt direkt, dafi f(r) oc % Somit bekommen wir als allgemeinen
Ansatz fiir eine Kugelwelle die Form:

A
x(r,t) = - sin (wt — kr) (2.8.67)
oder
A
x(r,t) = 76’(‘“_”) (2.8.68)
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Betrachten wir jetzt eine einfache ebene Welle auf der Basis des Huy-
gens’schen Prinzips. Auf einer Linie seien unendliche viele Punktquellen an-
geordnet, die alle in gleicher Phase und Frequenz Kugelwellen aussenden.
Aus Abb. 2.8.11 wird ersichtlich, dal sich an Orten parallel zu der Linie
der Punktquellen, Orte gleicher Phasen ergeben (gestrichelte Linien in Abb.
2.8.11). D.h. eine ebene Welle entsteht.

=
)
527

SO
)

A
al
\7>

<~~~

R
X/
il
R

6

A

< _—

]

< S

i

X

%

Punkt-
quellen

(

[::j> ebene Welle

< _—

SRR
X7
\
R

S
A7
il

IR

< S

<>

< S

< S

\

<>
K
)

XX

<>

= >==

,

2
Q;‘

L
[ 75
(G
<%

QN

Abbildung 2.8.11: Die Uberlagerung von Punktquellen auf einer geraden
Linie, die mit gleicher Phasenlage und Frequenz eine Kugelwelle aussenden,
ergibt eine ebene Welle.

Beugung einer Welle

Betrachten wir noch einmal eine Welle, die allerdings aus einem raumlich
begrenzten Bereich emittiert wird. Dies kann zum Beispiel den Durchgang
einer ebenen Welle durch einen Spalt der Breite d sein. Dazu verteilen wir
zunédchst N Punktquellen auf einer Strecke der Lénge d, die bei gleicher Fre-
quenz und Phase Kugelwellen aussenden. Wir suchen die Amplitude z(«)
der Welle an einem Ort P, der geméafl der Abb. 2.8.12 im Abstand r unter
einem Winkel o zur Normalen der Ebene des Spaltes liegt. Bei der Superpo-
sition der N Punktquellen (Index n = 1..N) ist insbesondere die Phase Ay
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der Punktquellen untereinander wichtig. Nachdem d < r gelten soll, ist der
Unterschied in den Entfernungen r; bis 7y (siehe Abb. 2.8.12) der einzelnen
Punktquellen sehr klein, so daf§ die Abhéngigkeit der Kugelwellen gemaf3 1/r
durch eine einzige Amplitude a (a = f(r)) gut genéhert ist. Was allerdings
nicht vernachléssigt werden darf, ist die Phasenverschiebung Ay, der ein-
zelnen Punktquellen untereinander. Wir bekommen somit fiir die Amplitude
x(a) einen allgemeinen Ansatz von:

N
r(a) =) aetiThr=aen (2.8.69)
n=1

Wenn wir zwei benachbarte Punktquellen im Abstand 6 betrachten, be-
kommen wir einen Phasenunterschied gemafs Abb. 2.8.18 von:

Ap; = ksinad (2.8.70)
D.h. wir kénnen die Amplitude am Ort P schreiben als:
N
J}(Oz) _ Z aefmk:sinaé ez(wtfkr) (2871)
n=1
=A

Abbildung 2.8.12: Riumliche Uberlagerung der Wellen von N Punktquel-
len mit einem Abstand ¢ zueinander an einem Ort P.

Der Faktor A beschreibt eine Summe von n = 1..N. Dies ist eine geome-
trische Reihe mit dem Grenzwert:
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N —1NAgp
§ —mAp € —1
6 — _—
e~y — 1
n=1

efz%ALp <671%Atp _ 61%A<p>

e—z%Agp (e—z%Acp _ ez%Acp)

N
N1 p S FAp

sin Ag

(2.8.72)

= €

Die Intensitdt am Ort P ist proportional zum Betragsquadrat der Ampli-
tude z. D.h. wir bilden z - 2* und es ergibt sich schlieflich:

251112 (%Nék: sin a)

I
() oca sin? (%(51{ sin a)

(2.8.73)

Fiir einen Spalt der Ausdehnung d kénnen wir die Phase A¢ definieren
VAV

A¢ = Néksina = dksina (2.8.74)

Damit bekommen wir schlief8lich:

st () (2.8.75)

Nachdem N eine grofie Zahl ist, kann der Sinus im Nenner durch sein
Argument angenahert werden. Es ergibt sich dann ein Ausdruck geméaf:

2 772
I(a) x a®*N (&) x—3 (2.8.76)
2
mit
A 1 1.2
xr = 7¢ = §dkz sina = §d7ﬂ sin «v (2.8.77)

Aus Abb. 2.8.13 erkennt man, daf} ein sog. Beugungsmuster entsteht.
Klassisches Beispiel fiir diesen Effekt sind Lichtwellen, die durch eine Blende
begrenzt werden, und ein Photopapier dahinter belichten. Die Breite des
entstehenden Beugungsmusters hingt empfindlich vom Verhéltnis d/X ab:
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+ sin? x

N

Abbildung 2.8.13: Die Beugung einer Welle an einem Spalt ergibt eine

Intensitét proportional zu *75* auf einem Schirm.

o dC A

Falls die Wellenlénge A der ebenen Welle sehr viel grofer als die Aus-
dehnung d der Blende ist, so bekommt man auch fiir grole Werte von
a immer noch kleine Werte fiir . D.h. geméfl Abb. 2.8.13 entsteht eine
grofle Intensitédt an Orten, die sich unter einem groflien Winkel a befin-
den. D.h durch die Beugung kénnen wir mit einer grofen Wellenlénge
einen kleinen Spalt nicht scharf abbilden.

o d> )\

Falls die Wellenldnge A\ der ebenen Welle sehr viel kleiner als die Aus-
dehnung d der Blende ist, so bekommt man auch fiir grole Werte von
« auch groBe Werte fiir . Nachdem die Funktion sin’z/x? fiir grofie x
schnell abfallt wird die Intensitédt an Orten, die sich unter einem groflen
Winkel a befinden, sehr klein. Nur fiir kleine Winkel o bekommt man
eine nennenswerte Intensitit. D.h mit einer Wellenlédnge die kleiner als
die Ausdehnung des Spaltes ist konnen wir diesen scharf abbilden.

Die Begrenzung der Abbildungseigenschaften durch die Beugung ist eine
fundamentale Grenze, die prinzipiell nicht unterboten werden kann. Allein
iiber Interferenz mehrerer Beugungsmuster von unterschiedlichen Blenden
untereinander kann man im begrenzten Umfang auch kleinere Strukturen
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belichten. Dies ist derzeit ein dréngendes Problem in der Herstellung von
Nanostrukturen in der Halbleiterindustrie. Die Schaltkreise auf einem Chip
haben Ausdehnungen im Bereich < 90 nm, wobei die Wellenlédnge des Lichtes
zur Erzeugung der Strukturen typischerweise 193 nm ist. D.h. schon hier sind
ausgefeilte Techniken notig, um die Beugungsbegrenzungen zu umgehen.

Reflexion einer Welle

Auf der Basis des Huygens’schen Prinzips lassen sich schliefSlich noch Refle-
xion und Brechung von Wellen an einer Grenzfliche zwischen zwei Medien
beschreiben. Betrachten wir zunéchst wieder eine ebene Welle, die unter ei-
nem Einfallswinkel auf eine Grenzflache fillt, wie in Abb. 2.8.14 illustriert.
Wenn die Welle an Punkt A ankommt beginnt dort die Ausbreitung einer
Kugelwelle. An Punkt B beginnt eine zweite Kugelwelle spéter, da die einfal-
lende Welle noch die Strecke DB iiberwinden muB. In dem Moment, in dem
die Kugelwelle in B beginnt hat die Kugelwelle, die von A ausging, schon
einen endlichen Radius erreicht. Die ausfallende ebene Welle 148t sich jetzt
durch die Uberlagerung der Orte gleicher Phasen konstruieren. Dazu erzeugt
man eine Tangente an die Kugelwelle um A, die durch B geht. Es entsteht
ein Punkt E. Man erkennt, dafl das Dreieck AEB gespiegelt zu dem Dreieck
ABD ist. Aus Abb. 2.8.14 148t sich dann leicht ablesen, dafl der Einfallswinkel
immer gleich dem Ausfallswinkel sein mu$.

Abbildung 2.8.14: Reflexion einer Welle an einer Grenzfléche.

Brechung einer Welle

Betrachten wir jetzt den Ubergang einer ebenen Welle zwischen zwei Medien
1 und 2. Diese Medien unterscheiden sich hinsichtlich der Phasengeschwindig-
keiten v; und vy. Zu einem bestimmten Zeitpunkt hat die einfallende Welle
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die Punkte A und D in Abb. 2.8.15 erreicht. Danach beginnt ein Kugelwelle
sich iiber die Strecke AE im Medium 2 mit einer Geschwindigkeit v, fiir einen
Zeitraum T auszubreiten. Um die Wellen gleicher Phasen zu iiberlagern, muf3
in diesem Zeitraum 7' die Kugelwelle im Medium 1 die Strecke DB mit der
Geschwindigkeit vy iiberwinden. D.h. es muf} gelten:

Abbildung 2.8.15: Brechung einer Welle an einer Grenzfléche.

E = UQT m = UlT (2878)

Man erkennt sofort, dafl die Strecken in folgendem Bezug zueinander ste-
hen.

E o Vo

AE U1

Wenn man mit a den Einfallswinkel zu Oberflichennormalen im Medi-
um 1 und mit S den Ausfallswinkel zur Oberflichennormalen im Medium 2

bezeichnet und mit d den Abstand der Punkte A und B, so gilt gemafl Abb.
2.8.15:

(2.8.79)

voT = sin fd v T = sinad (2.8.80)

Dies laBt sich umschreiben und man erhalt das Snellius’sche Bre-
chungsgesetz zu:

’vl sin f = vgsina (2.8.81)
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2.8.6 Stehende Wellen

Im folgenden wollen wir die Reflexion einer einfachen Welle an einer Gren-
ze betrachten. Beispiel sei ein Seil, das an einem Ende an einer Wand be-
festigt sei. Eine Welle auf dem Seil lduft auf die Wand zu und wird von
dieser reflektiert (sieche Abb. 2.8.16). Dabei iiberlagert sich die hin- und die
zuriicklaufende Welle.

Abbildung 2.8.16: Hin- und riicklaufende Welle.

x(z,t) = Acos(wt + kz) +Acos(wt — kz + ¢) (2.8.82)
hinlc:urfend rueck:l?:ufend

Die Laufrichtung der Welle wird dabei durch das Vorzeichen der Wellen-
zahl k beriicksichtigt. Der sog. Phasensprung ¢ héngt von den Reflexionsei-
genschaften am Ende ab. Dies a3t sich anschaulich wieder an der Seilwelle
verdeutlichen, wie in Abb. 2.8.17 illustriert: (i) bei einem festen Ende, schlégt
z.B. eine positive Amplitude nach der Reflexion in den negativen Wert um.
Vergleicht man die hin- und riicklaufende Welle an dem gleichen Ort z und
Zeit t, so muB} die riicklaufende Welle um 7 verschoben werden. Dabei kehrt
sich das Vorzeichen der Amplitude um und ein Wellenberg wird zu einem Wel-
lental; (ii) bei einem freien Ende, bleibt das Vorzeichen der Amplitude nach
der Reflexion zunéchst erhalten. Vergleicht man die hin- und riicklaufenden
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Wellen an dem gleichen Ort z und Zeit ¢, so mufl die Phase ¢ gleich Null
sein. Gl. 2.8.82 143t sich zusammenfassen zu:

‘
:
:
s
7z ~
/\ e
L ! 3

p=0

Abbildung 2.8.17: Reflexion einer Welle an einem festen und einem offenen
Ende.

x(z,t) = 2Acos(kz — g) cos(wt + g) (2.8.83)

Man erkennt wieder eine Welle der Form cos(wt + £). Allerdings wird die
Amplitude dieser Welle rdaumlich moduliert, wobei der Ausdruck cos(kz — %)
nicht von der Zeit abhéngt! D.h. es entstehen an definierten Abstéinden Orte
an denen die Amplitude immer Null ist. Diese bezeichnet man als Wellenk-
noten. Diese Orte liegen an:

z= % [(2n + 1) + ¢ (2.8.84)

mit n einer natiirlichen Zahl. Bei einer Variation der Wellenlénge &ndern
sich kontinuierlich die Orte der Wellenknoten. Der erste Wellenknoten ist
dabei zum Beispiel immer die Einspannung dieses Seils an der Wand.

Wird dieses Seil allerdings an beiden Enden im Abstand L eingespannt,
so muf} an beiden Orten z = 0 und z = L gleichzeitig ein Wellenknoten sein,
wie in Abb. 2.8.18 illustriert ist.

Mit diesen Randbedingungen bei z = 0 und z = L konnen jetzt aller-
dings nicht mehr beliebigen Frequenzen oder Wellenldngen angeregt werden.
Die zulassigen Wellenléngen bzw. zuléssigen Frequenzen bezeichnet man als
Eigenfrequenzen des Systems. Es kann mit grofler Amplitude schwingen,
wie in Abb. 2.8.18 illustriert ist. Als mogliche Wellenldngen bekommt man
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Abbildung 2.8.18: Stehende Welle.

bei beidseitig offenen Enden \ = % mit n einer natiirlichen Zahl; bei einem
festen und einem offenen Ende A\ = % mit n = 1,3,5... einer natiirlichen
Zahl; bei beidseitig festen Enden A = % mit n einer natiirlichen Zahl.

Alle Wellen in einem definierten System lassen sich darstellen als
Uberlagerung von einzelnen Eigenfrequenzen oder Moden, den sog. Harmo-
nischen. Betrachten wir den Fall einer Saite einer Geige oder eines Klaviers.
Hier bestimmt die Spannung der Saite, die Frequenz der Grundmoden. Die
Tonhohe der oberen Harmonischen sind jeweils Vielfache dieser Frequenz.
Beim mechanischen Anschlagen einer Saite schwingt diese nicht nur auf der
Grundmode, sondern auch auf den Harmonischen, da das System aus Sai-
te, Befestigungspunkt und Resonanzkorper gleichzeitig angeregt wird. Dies
macht die Klangfarbe eines Instrumentes aus.

2.8.7 Wellen bei bewegten Quellen
Quelle bewegt sich, Beobachter ruht

Wir wollen den Fall betrachten, dafl eine Quelle Q sich relativ zu einem
Beobachter B bewegt. Bei einer ruhenden Quelle ist der Abstand zwischen
zwei Wellenbergen Az:

Az = )\0 = UPhaseT (2885)

mit 7' = % der Periode der Schwingung. Wir unterscheiden zwei Félle:

e Quelle bewegt sich auf den Beobachter zu

Bewegt sich die Quelle mit der Geschwindigkeit vgyene auf einen Be-
obachter zu, so verkiirzt sich der Abstand der Wellenberge zueinander,
wie in Abb. 2.8.12 illustriert ist, zu:

A= )\0 — UQuelleT (2886)
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offene Enden ein offenes Enden feste Enden

Abbildung 2.8.19: Je nach Randbedingungen ergeben sich unterschiedli-
che Schwingungsmoden. Die Zahl n bezeichnet hier die Anzahl der Knoten
entlang der stehenden Welle.

Der Beobachter nimmt die Frequenz f = “Phec wahr. Damit ergibt sich
aus GIl. 2.8.86: Frequenz, die ein Beobachter wahrnimmt zu:

VUPhase UPhase VQuelle
= — 2.8.87
;R (28.57)
bzw.:
1
f=Jfor—vquar (2.8.88)
VUPhase

Der Ausdruck 1_+Q ist grofer 1 und die wahr genommene Frequenz

YPhase
am Ort des Beobachters ist hoher. Dies bezeichnet man als Doppler-
effekt.

e Quelle entfernt sich vom Beobachter
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Abbildung 2.8.20: Ausbreitung von Wellen ausgehend von einer ruhenden
und einer bewegten Quelle.

Bewegt sich die Quelle mit der Geschwindigkeit vgyeie vom Beobachter
weg, so vergroBert sich der Abstand der Wellenberge zueinander:

In Analogie zu obiger Ableitung nimmt der Beobachter dann folgende
Frequenz wahr:

1

VUPhase

Der Ausdruck W ist kleiner 1 und die wahr genommene Frequenz

am Ort des Beobgzﬁzeers ist kleiner als die der ruhenden Quelle.

Quelle ruht, Beobachter bewegt sich

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daf3 die Quelle Q ruht und sich der
Beobachter B mit vgeopacnier auf die Quelle zu bewegt. Der Beobachter nimmt
dabei eine andere Frequenz war, da er haufiger auf Wellenberge trifft. D.h. im
Bezugssystem des Beobachter gilt die Wellenldnge A und die Frequenz f. Im
Bezugssystem der ruhenden Quelle gilt die Wellenldnge Ay und die Frequenz
fo- Damit verkiirzt sich die Wellenldnge um:

1
A= )\0 - UBeobachter? (2891)
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Die Wellenléngen sind mit den Phasengeschwindigkeiten und Frequenzen
verkniipft wie:

UPhase UPhase
A= ; Ag = 2.8.92
7 "= (2892)
Damit ergibt sich schliellich aus Gl. 2.8.91:
v eooacnter
f=f (1 + M) (2.8.93)
UPhase

Der Ausdruck (1 + Tm#) ist grofler 1 und die wahr genommene Fre-

quenz am Ort des Beobachters ist hoher. Bei anderer Bewegungsrichtung
dreht sich jeweils das Vorzeichen um.

Quelle und Beobachter bewegen sich

Abschlieflend betrachten wir den Fall, daf sich Quelle Q und Beobachter B
aufeinander zu bewegen. In Analogie zu der obigen Beschreibung bekommen
wir eine Anderung der wahrgenommenen Wellenlénge von

1 1

A= >\O - UBeobachter? - UQuelle% (2894)

Hier gilt im Bezugssystem des Beobachter die Frequenz f, wéhrend gleich-
zeitig im Bezugssystem der Quelle die Frequenz fy vorliegt. Mit

UPhase . UPhase

A= : Ao = 2.8.95
7 "= (28.95)
bekommen wir schlieflich aus Gl. 2.8.94:
f _ f[) UPhase + UBeobachter (2896)
UPhase — VQuelle

Bei anderer Bewegungsrichtung von Quelle oder Beobachter dreht sich
jeweils das Vorzeichen um.

Quellengeschwindigkeit ist grofler als die Phasengeschwindigkeit

Was passiert, wenn die Phasengeschwindigkeit der Welle gleich der Geschwin-
digkeit der Quelle ist? In Fahrtrichtung gesehen wird der Abstand der Wel-
lenberge unendlich klein, bzw. die Frequenz unendlich hoch. Es entsteht eine
sog. Stof3front. Im Falle von Schallwellen bezeichnet man diesen Punkt als
Schallmauer. Die starken Luftdruckschwankungen fithren zu einer drastischen
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StoRfront

S

VQueIIe = VPhase VQueIIe > VPhase

Abbildung 2.8.21: Ausbildung einer Stofifront bei einer Bewegung der
Quelle mit einer Geschwindigkeit grofler als die Phasengeschwindigkeit in
dem Medium.

Anderung der Temperatur der Luft, was als Tropfchenbildung sichtbar wird
(siche Abb. 2.8.22). Zudem ist ein Knall horbar. In Abb. 2.8.21 ist der Aus-
breitungskegel dieser Stofifront dargestellt. Der Offnungswinkel o berechnet
sich aus:

UPhase

sino =

(2.8.97)

VQuelle

Eine Uberschallgeschwindigkeit wird auch durch die Machzahl M aus-
gedriickt als dem Verhéltnis zwischen Quellengeschwindigkeit und Phasenge-
schwindigkeit des Schalls in dem Medium.

M = YQuelte (2.8.98)

UPhase
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Abbildung 2.8.22: Durchbruch eines Flugzeugs durch die Schallmauer.
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Kapitel 3

Warmelehre

Bislang hatten wir die Energie von Teilchen aus dem Energiesatz der Mecha-
nik abgeleitet. Betrachtet man sehr grofie Systeme zum Beispiel die Ener-
gie von Gasteilchen in einem gegebenen Volumen wird diese Einzelteilchen-
betrachtung sehr umsténdlich. Man benétigt daher Konzepte zur Beschrei-
bung von Vielteilchensystemen. Dies leistet die Warmelehre in der Systeme
mit makroskopischen Variablen wie Temperatur, Druck, innere Energie und
Entropie beschrieben werden. Dies wird im folgenden erldutert.

3.1 Kinetische Gastheorie

3.1.1 Mikroskopische Definition der Temperatur

Die wichtigste Kenngréfie um den Energieinhalt in einem Medium zu cha-
rakterisieren ist die Temperatur. Fiir ein Gas 148t sich diese Grofle aus dem
mikroskopischen Bild sich bewegender Gasatome ableiten. Hierfiir betrachten
wir zunéchst ein ideales Gas, dafl wie folgt definiert ist:

e Gasmolekiile als punktformige Teilchen

e keine Wechselwirkung der Teilchen untereinander

Betrachten wir dazu einen gas-gefiillten Behélter bei dem die Gasteilchen
mit den Wénden stoflen, wie in Abb. 3.1.1 illustriert ist. Wird ein Teilchen
an einer Wand reflektiert, so iibt es eine Kraft F' auf, die einem Druck p
entspricht:

F1AY
= == 3.1.1
P=a47 A (3-L1)
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Mit Ap’ der Anderung des Impulses bei dieser Reflexion. Diese Im-
pulsdnderung beim Stofl geschieht nur in Richtung normal zur Oberfliche
(hier die x-Richtung). Vor dem Stof} ist der x-Anteil am Impuls +muv,. Bei
der Wand nehmen wir an, daf§ das Massenverhéltnis sehr grof ist, so daf3 sich
der Impuls aber nicht die Energie des Teilchens beim Stof8 &ndert. Demnach
ist der x-Anteil des Impulses nach em elastischen Stol —muwv,. Damit wird
die Gesamténderung des Impuls Ap! zu:

Apl, = mv, — (—mu,) = 2m|v,| (3.1.2)

Abbildung 3.1.1: Impulsiibertrag eines Gasteilchen auf die Wand eines
Gefifles.

Diese Beziehung betrachtet zunichst nur ein einzelnes Teilchen. Der Ge-
samtdruck p wird jedoch durch die Uberlagerung der elastischen Sté8e aller
N Teilchen in dem Behélter erzeugt. In dem Zeitintervall At treffen nur
Teilchen innerhalb eines Volumens der Ausdehnung Az auf die Wand :

%Am (3.1.3)

Der Druck den alle Teilchen ausiiben wird somit:

(3.1.4)

Der Faktor 1/2 am Ende beriicksichtigt, da8 nur Teilchen, die in positiver
x-Richtung fliegen, die Wand erreichen kénnen. Mit Az /At = v, bekommt
man schliefSlich:

pV = Nmv? (3.1.5)

Fiir diese Betrachtung war nur die Geschwindigkeit des Gases in eine
Richtung (hier die x-Richtung) maBgeblich. In einem Behélter mit N Teil-
chen kann jedes Teilchen jedoch eine andere Geschwindigkeit haben. Fiir die
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Ableitung des Druckes p wollen wir deshalb jetzt nur noch mit dem Mit-
telwert der Geschwindigkeit (v) bzw. dem Mittelwert dessen Quadrats (v?)
argumentieren. Dieser Mittelwert setzt sich aus drei Komponenten zusam-
men:

(") = (u7) + (vy) + (v3) (3.1.6)

y

Nachdem die Bewegungsrichtungen der Gasmolekiile isotrop im Raum
verteilt sind, muf§ gelten (v2) = (v2) = (v2) und damit (v2) = (v?). Man
bekommt schliefSlich:

pV = N%m<v2> (3.1.7)

Dies 148t sich erweitern zu:

pV = 2N Lmpd) (3.1.8)
3 2
kin. Energie
Man erkennt, dafy der Druck in einem Gasvolumen von der mittleren kine-
tischen Energie des Gases abhéngt. Per Definition ist diese mittlere kinetische
Energie proportional zu einer neuen Grofle, der Temperatur.

1 3
&mzamﬁzé@T (3.1.9)

Die Mafeinheit der Temperatur sind Kelvin K. Die Proportiona-
litdtskonstante bezeichnet man als Boltzmannkonstante:

kp = 1.38054 - 103 JK (3.1.10)

Die Verkniipfung des mikroskopischen Bildes sich bewegender Gasmo-
lekiile mit den makroskopischen Gréfien wie Druck und Temperatur bezeich-
net man als kinetische Gastheorie. Mit dieser mikroskopischen Interpreta-
tion der Temperatur 148t sich auch eine Verkniipfung zwischen Geschwindig-
keit der Gasmolekiile und der Temperatur des Gases herstellen. So bekommt
man fiir die mittlere Geschwindigkeit eines Hy Molekiils bei 300 K einen Wert
von ca. 2000 ms™1.

Damit 148t sich das Boyle-Mariott’sche Gesetz (pV = const.) neu schrei-

ben als:

pV = NkgT (3.1.11)

Dies bezeichnet man als allgemeine Gasgleichung.
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3.1.2 Verteilungsfunktionen

In dem Zusammenhang zwischen Druck, Temperatur und der kinetischen
Energie der Teilchen in einem gas-gefiillten Behélter haben wir den Vielteil-
chenaspekt des Problems durch die Einfiihrung einer gemittelten Gréfie ((v?))
beriicksichtigt. D.h. die Angabe einer Temperatur setzte notwendigerweise ir-
gendeine Mittelung voraus! Wie wiirde man jedoch das Vielteilchenproblem
jetzt explizit genauer behandeln?

Die exakte Verteilung der Energie und Geschwindigkeiten auf die Teilchen
in einem Gasvolumen wir durch eine sog. Verteilungsfunktion angegeben:

f (7, 0) (3.1.12)

Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeit in einem Geschwindigkeitsintervall
[0, U+ dv] und Volumenelement [, 7+ dr] ein Teilchen vorzufinden. Diese Ver-
teilungsfunktion wird konstruiert indem man alle Teilchen in dem Volumen
beziiglich ihres Ortes und ihrer Geschwindigkeit in die Geschwindigkeitsin-
tervalle im sog. Geschwindigkeitsraum und in die Ortsintervalle im Ortsraum
einsortiert. Da f eine Wahrscheinlichkeit ist, muB gelten [*°_ f (¥, 7)dvdi = 1.

Auf der Basis der Kenntnis der Verteilungsfunktion 148t sich jetzt eine
gemittelte GroBen (a) (z.B. mittlere kinetische Energie a = 3muv?) fiir einen
bestimmten Ort 7 sehr einfach bestimmen mit der Vorschrift:

(a(7) = / of (7,7)d7 (3.1.13)

D.h. die Information iiber die kinetische Energie in einem gas-gefiillten
Behiilter ist jetzt nicht mit einer einzigen Grife (v?) gegeben, sondern durch
eine ganzen Funktion f(7,v) definiert. Aus dieser Funktion 1aft sich nach
obiger Vorschrift immer eine mittlere Geschwindigkeit gewinnen. Umgekehrt
ist dies allerdings nicht moglich: nur auf der Basis der Kenntnis der mittle-
ren Geschwindigkeit 148t sich keine Aussage machen iiber die Verteilung der
Geschwindigkeiten im Geschwindigkeitsraum. Somit ist die Beschreibung des
gas-gefiillten Behélters mit Verteilungsfunktionen viel leistungsfahiger als die
mit gemittelten GroBen wie Druck und Temperatur.

Mikroskopische Prozesse, die in einem Gas stattfinden, wie zum Beispiel
StoBe der Teilchen untereinander oder die Einkopplung von Energie von aus-
sen bestimmen die Form dieser Verteilungsfunktion im Geschwindigkeits-
raum. Schiittelt man zum Beispiel einen gas-gefiillten Behélter so nehmen
die Teilchen Energie durch Sté8e mit der sich bewegenden Wand auf. Dies
fithrt zu einer Anderung der Verteilungsfunktion und damit erhéht sich auch
die Temperatur des Behélters entsprechend obiger Mittelungsvorschrift.
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Elastische Stofle der Teilchen untereinander konnen allerdings auch die
Verteilungsfunktion dndern, da Teilchen Energie und Impuls bei Stofipro-
zessen austauschen. Betrachten wir wieder den gas-gefiillten Behélter, den
wir geschiittelt hatten. Fiir lange Zeiten nach dieser Energiezufuhr stellt sich
wieder eine sehr charakteristische Verteilungsfunktion ein. Betrachtet man
die Wahrscheinlichkeit fiir die Geschwindigkeit in eine bestimmte Richtung
x, so bekommt man:

m \ g 3.1.14
g B I
H) =\g07) ° ( )

f(v.)

T <<

T >>

V

X

Abbildung 3.1.2: Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung f(vy).

Dies ist ein herausragendes Ergebnis der kinetischen Gastheorie. Diese
Verteilung bezeichnet man als Maxwell-Boltzmann-Verteilung.!

Elastische Stofe fithren immer zu dieser Form der Geschwindigkeitsver-
teilung, die durch die Angabe einer Temperatur T eindeutig charakterisiert
ist. Abb. 3.1.2 zeigt zwei Verteilungen fiir unterschiedliche Temperaturen.
Hat man zum Beispiel ein Gas, in das von auflen Energie zugefiithrt wird, so
beobachtet man nach hinlénglicher Zeit, daf sich diese Form der Verteilung
einstellt; das Gas thermalisiert. Betrachtet man die Geschwindigkeiten im
dreidimensionalen, so bekommt man:

3/2 5
m _1/2mo
f vz, vy, 0,) = (2%37,) e 8T (3.1.15)

mit [*° [ [T f(vg, vy, v.)dvgdvydo, = 1. Oftmals ist nur der Betrag
der Geschwindigkeit |v| von Interesse. Diesen erhélt man iiber Integration
iiber alle Raumrichtungen im Geschwindigkeitsraum 47v?

! Die genaue Ableitung dieser Verteilungsfunktion wird hier nicht weiter erldutert. Eine
genaue Ableitung erfolgt prinzipiell iiber den Stofiterm der Boltzmanngleichung unter der
Vorgabe elastischer Stofle.
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4 m 3/2 _1/2mw2
f(|’U|) = ﬁ (m) ’026 kpT (3116)

Diese Auftragung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist in Abb. 3.1.3
gezeigt.

f(v)

2kT
—_
m

)

Abbildung 3.1.3: Maxwell-Boltzmann-Geschwindigkeitsverteilung fiir den
Betrag der Geschwindigkeit f(|v|).

Die mittlere Geschwindigkeit (v) ergibt sich zu:

W) = /OOO of (v)d7 (3.1.17)

o0 m 3/2 1/2mv2
= / 4rv*v (2 ’ T) e BT du (3.1.18)
0 TRkB
8kgT
= b (3.1.19)
™

Im mikroskopischen Bild der kinetische Gastheorie bezeichnet die Tempe-
ratur denjenigen Zustand in dem durch unendliche viele Stole ein Gleichge-
wicht erreicht wurde. Ein makroskopisches Analogon ist das Zusammenfiigen
von zwei Korpern unterschiedlicher Temperatur. Es stellt sich ein Gleichge-
wicht ein, bei dem sich eine mittlere gleichférmige Temperatur einstellt, wie
in Abb. 3.1.4 illustriert. Dies bezeichnet man als 0-ten Hauptsatz der
Wirmelehre.

Die kinetische Gastheorie und die Thermodynamik standen lange als
unvereinbare Theorien gegeniiber. Insbesondere Ludwig Boltzmann als Be-
griinder der kinetischen Gastheorie konnte sich mit der thermodynamischen
Beschreibung von Systemen mittels Energie, Entropie etc. nie anfreunden.
Erst Anfang des 20-ten Jahrhunderts gelang es beide Beschreibungen mit
Methoden der klassischen Statistik und der Quantenstatistik zu verkniipfen.
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T, T,

H B
N/

Abbildung 3.1.4: Fiigt man zwei Koérper A und B unterschiedlicher Tem-
peratur 77 und 75 zusammen, so stellt sich eine einheitliche Temperatur T

e11.

3.1.3 Temperatureinheiten und ihre Messung

Die Temperatur kann in unterschiedlichen Einheiten gemessen werden. Man
kann drei Skalen unterscheiden:

e Celsius

Die gebrauchlichste Einheit ist die Celsius-Skala, die durch den Gefrier-
punkt (0° C) und den Siedepunkt (100° C) von Wasser bei Normaldruck
definiert ist.

Fahrenheit

Die Fahrenheit-Skala ist im Englisch-sprachigen Raum iiblich. Thr
Nullpunkt ist als Schmelzpunkt einer Eis-Wasser-Aluminiumchlorid-
Mischung definiert, der Punkt fiir 100° F sollte urspriinglich durch die
Korpertemperatur festgelegt sein. 100 ° entsprechen allerdings 37.7 °©
C.

Die Temperatur in Celsius 7, 148t sich aus der Temperatur Fahrenheit
T berechnen nach:

T, — g (Tw[°F] — 32) [C] (3.1.20)

Kelvin

Die Kelvin-Skala entspricht einer absoluten Temperatur-Skala. Geméaf
der allgemeinen Gasgleichung ist der Fall "kinetische Energie gleich
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Null” definiert. Nachdem es keine negativen Energien geben kann, wird
dieser Punkt als T=0 K definiert. Der Nullpunkt der Celsius-Skala
entspricht dann 273.15 K.

Die Messung von Temperaturen kann auf vielerlei Weise erfolgen. Im we-
sentlichen wird dabei die Anderung der Eigenschaften eines Festkorpers oder
Gases in Abhéngigkeit von der Temperatur betrachtet.

pot

Abbildung 3.1.5: Anderung des Gleichgewichtsabstandes mit der Tempe-
ratur eines Festkorpers.

Bei endlicher Temperatur schwingen die Atome eines Festkorpers um ihre
Ruhelage. In erster Ndherung ist das bindenden Potential parabel-férmig um
das Minimum. D.h. der Mittelwert der Atomabsténde dndert sich nicht, auch
wenn die kinetische Energie, sprich die Temperatur, erhoht wird. Allerdings
ist dies nur eine Naherung. Bei grofien Schwingungsamplituden wird die Ab-
weichung des Potentials von der Parabelform sichtbar. Der Mittelwert der
Atomabstiande vergrofert sich. Fiir den makroskopischen Festkorper bedeu-
tet diese eine Ausdehnung. Die Ausdehnung selbst ist von der Form dieses
Potentials abhéngig und damit fiir jeden Festkérper anders.

Die Léngenénderung 148t sich schreiben als:

L(T,) = L(0)(1 + oT}) (3.1.21)

a bezeichnet man als Ausdehnungskoeffizienten.Der Index ¢ der Tem-
peratur T, bezieht sich auf die Celsius-Skala. Durch die Messung einer tem-
peraturabhéngigen Langenénderung hat man automatisch eine Temperatur-
Messmethode geschaffen. Bekanntestes Beispiel ist das Quecksilberthermo-
meter bei dem die Ausdehnung von Quecksilber bestimmt wird.

Auch die Ausdehnung von Gasen kann als Maf fiir die Temperatur ver-
wendet werden. Je nachdem ob man die Ausdehnung bei konstantem Druck
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oder die Druckerhohung bei konstantem Volumen betrachtet, 148t sich dies
eindeutig mit einer Temperatur verkniipfen.

V(T) = Vo(1 + 7 To) (3.1.22)

p(Te) = po(1 + 1) (3.1.23)

Die Temperaturskala wird durch fundamentale temperatur-abhéngige Ei-
genschaften von Materialien geeicht. Hierbei wird oftmals der sog. Tripel-
punkt gewéhlt. Wahlt man eine bestimmte Kombination von Druck und
Temperatur so ist am Tripelpunkt die Koexistenz von den drei Phasen fest,
flissig und gasformig eines Materials moglich.
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3.2 Warme

3.2.1 Wirmemenge

Bei Zufuhr von Energie in ein Medium erhcht sich dessen Temperatur um
einen Betrag AT'. Die Energiemenge, die diese Temperaturerh6hung bewirkt
bezeichnet man als Warme oder Wiarmemenge AQ). Wirme- und Tempe-
raturdnderung sind per Definition verkniipft wie:

|AQ = cMAT| (3.2.1)

Die quantitative Temperaturerhéhung bei vorgegebener Energiezufuhr
und Masse des Korpers héngt von einer Proportionalitdtskonstante ¢ ab.
Diese bezeichnet man als spezifische Wiarme. Bei Medien mit hoher spe-
zifischer Warme fiihrt eine hohe Energiezufuhr nur zu einer kleinen Tempe-
raturerh6hung. D.h. diese Medien konnen Energie gut speichern.

Die Mafleinheit fiir die Warmemenge ist die Kalorie. Eine Kalorie ist da-
bei definiert als diejenige Energiemenge, die notig ist, um ein Gramm Was-
ser von 14.5 °C auf 15.5 °C zu erwdrmen (1 Kilokalorie entsprechen der
Erwdrmung von 1 kg Wasser). Wie grof} ist allerdings die Energie in J die
dafiir notwendig ist. Dies 148t sich wie folgt bestimmen.

¢ Umwandlung von Arbeit in Warme

Betrachten wir dazu ein Gewicht in einem Wasserbecken, das iiber ein
Seil an einer Feder aufgehéngt wird. Dieses Seil 1duft {iber eine Kupfer-
Rolle. Dreht man diese Rolle, so iibt sie eine Reibungskraft Fr auf das
Seil aus und hebt das Gewicht an. Ist die Reibungskraft so grof}, daf3
das Gewicht in der Schwebe gehalten wird, so ist die Reibungskraft
gleich der Gewichtskraft Fr = mg. Dabei wird die gegen die Reibung
geleistete Arbeit komplett in Warme umgewandelt. Die Arbeit bei N
Umdrehungen ist AW = Fg- Weg. Damit wird die Warmemenge AQ,
Zu:

AW =mg2rrN, = AQh (3.2.2)
Weg

mit r dem Radius der Rolle. Diese Warmemenge fiihrt zu einer Tempe-
raturerhohung des Systems, die gegeben ist aus der spezifischen Wirme
der Kupfer-Rolle c¢¢, und des umgebenden Wassers cyy.

AQl = (CwMW + CCuMCu) ATl (323)
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Abbildung 3.2.1: Umwandlung von mechanischer Arbeit in Wérme.

In einem zweiten Versuch messen wir allein die Temperaturerh6hung
AT, der Kupfer-Rolle ohne das umgebenden Wasser und wir erhalten:

AQQ =AW = CCuMcuATQ (324)

Die Warmemenge, die nur vom Wasser aufgenommen wird ist demnach:

ATQ
Jetzt drehen wir die Rolle N Umdrehungen bis sich die Temperatur
um 1 Grad erhoht hat. Mit bekannter spezifischer Wéarme von Wasser
und bekannter Masse des Wassers la83t sich aus der zugefiihrten Energie
dann die Umrechnung von Kalorie in Joule durchfithren. Man bekommt
den Zusammenhang: 1 cal = 4.1868 J.

Mischungskalorimeter

Falls die spezifische Wéarme einer Substanz unbekannt ist, kann man sie
iiber einen Warmeiibertrag bestimmen. Hierzu verwendet man ein Mi-
schungskalorimeter (siche Abb. 3.2.2): betrachten wir einen wasser-
gefiillten thermisch isolierten Behilter (Dewar). Erwérmen wir einen
Korper auf die Temperatur 75 und setzen wir ihn in ein Wasserbecken
der Temperatur 717, so stellt sich eine Mischtemperatur T}, ein. Die-
se Mischtemperatur hédngt vom Warmeausgleich zwischen Kérper und
Wasser ab. Die abgegebene Warmemenge des Korpers mufl gleich der
aufgenommen Warmemenge des Wassers sein:

AQx = —AQw (3.2.6)
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e H

w

Abbildung 3.2.2: Mischungskalorimeter.

Die transportierten Warmemengen sind proportional zur jeweiligen
Temperaturdnderung;:

Dies 148t sich nach der spezifischen Warme des Korpers auflosen zu:

S My cew (Tyy —Th)
K My (Ty — Tr)

(3.2.8)

3.2.2 Die spezifische Wiarmekapazitét

Die spezifische Warme 143t sich auch auf eine bestimmte Stoffmenge bezie-
hen. Betrachten wir dazu eine Teilchenmenge von einem Mol:

Na = 1Mol = 6.022 - 10** Teilchen (3.2.9)

N4 bezeichnet man als Avogadro-Konstante. Die Avogadro-Konstante
ist so gewéhlt, dal das Atomgewicht bzw. Molekiilgewicht einer Substanz
multipliziert mit der Avogadro-Konstante genau die Massenzahl des Atoms
oder Molekiils in Gramm ergibt: 1 Mol Kohlenstoffatome sind genau 12
Gramm, da ein Kohlenstoffatom die Massenzahl 12 amu hat (siehe Peri-
odensystem); 1 Mol Wasser hat eine Masse von 18 Gramm, da H,O aus 2
Wasserstoffatomen (Massenzahl 1 amu) und einem Sauerstoffatom (Massen-
zahl 16 amu) besteht. Diese Beziehung zwischen der Stoffmenge und dessen
Gewicht entsprechen der Atomhypothese der Chemie. Mehrere Gesetze der
Chemie kénnen damit erklart werden:

Gesetz von Dalton:
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Die Gewichtsverhéltnisse zweier sich zu verschiedenen chemischen
Verbindungen vereinigender Elemente stehen im Verhéltnis ein-
facher ganzer Zahlen zueinander.

Gesetz von Richter:

Elemente vereinigen sich stets im Verhéltnis bestimmter Verbin-
dungsgewichte, sogenannter Aquivalentgewichte oder ganzzahli-
ger Vielfacher dieser Gewichte zu chemischen Bindungen.

Atomhypothese von Dalton:
Alle Stoffe sind nicht unendliche teilbar, sondern aus kleinsten,
chemisch nicht weiter zerlegbaren Teilchen (Atomen) aufgebaut.

Diese Beziehungen gelten nicht nur fiir die Reaktion von Feststoffen mit-
einander, sondern auch fiir die Reaktion von Gasen untereinander. Hierbei
vergleicht man die Volumina, die bei einer Reaktion sich &ndern. Man macht
die Beobachtung:

Gesetz von Gay-Lussac:

Das Volumenverhéltnis gasformiger Stoffe, die bei chemischen Re-
aktionen vollstdandig miteinander reagieren, 143t sich bei gegebe-
ner Temperatur und gegebenem Druck durch einfache ganze Zah-
len wiedergeben.

Daraus folgerte Avogadro, daf:

Gesetz von Avogadro:
Gleiche Volumina idealer Gase enthalten bei gleichem Druck und
gleicher Temperatur die gleiche Anzahl von Molekiilen.

Hierbei entspricht bei einem idealen Gas bei 1 bar und T=0 °:

1 Mol =224 1] (3.2.10)

Wenn wir die allgemeine Gasgleichung auf die Menge N4 beziehen be-
kommen wir:

Das Produkt aus Avogadro-Konstante und Boltzmannkonstante bezeich-
net mans als allgemeine Gaskonstante R:

R =831 Jmol 'K (3.2.12)
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Die Wiarmemenge, die einem Mol Teilchen zugefithrt wird, wird
dann durch die molare Wairmekapazitidt € oder spezifische
Wiarmekapazitit charakterisiert:

AQ = CMMol AT (3213)
C molare Waermekapazitaet

Im folgenden wollen wir die spezifische Warmekapazitét einiger Substan-
zen genauer diskutieren.

e Wirmekapazitit eines idealen Gases, konstantes Volumen

Bei der Zufuhr von Wérme in ein Gas bei konstantem Volumen erhoht
sich nur die Energie der Gasteilchen. Diese sog. innere Emnergie U
eines Gases setzt sich aus der kinetischen Energie (Bewegung der Gas-
molekiile) und der potentiellen Energie (Wechselwirkung der Gasmo-
lekiile) zusammen. Bei der Zufuhr von Warme in ein ideales Gas bei
konstanten Volumen erhoht sich allerdings nur die Bewegungsenergie
der Gasteilchen, da keine Wechselwirkung der Gasteilchen untereinan-
der existiert.

Diese innere Energie U eines idealen Gases kann in unterschiedlichen
Arten der Bewegung eines Gasmolekiils gegeben sein, da fiir die Bewe-
gung mehrere Freiheitsgrade existieren. Die zugefiihrte Energie verteilt
sich gleichmdf$ig auf die Freiheitsgrade in dem System, wobei ein Gas-
teilchen pro Freiheitsgrad eine Energie von %kBT speichern kann. Diese
Freiheitsgrade f lassen sich wie folgt abzéhlen.

— Translation: Jede Bewegung in eine Raumrichtung entspricht ei-
nem Freiheitsgrad. D.h. bei drei Raumrichtung ist f =3

— Schwingung: Jede mogliche Schwingung eines Molekiils ent-
spricht 2 Freiheitsgraden, da die Energie sowohl in der kinetischen
Energie der Schwingung selbst als auch in der gespeicherten po-
tentiellen Energie der ausgelenkten Atome bestehen kann. Somit
besitzen sehr grofle Molekiile sehr viele Freiheitsgrade und kénnen
demnach sehr viel Energie speichern.

— Rotation: Jede Rotation um eine eindeutige Achse eines Gasteil-
chen entspricht einem Freiheitsgrad. Ein einzelnes Atom besitzt
f = 0, da es im quantenmechanischen Sinne ein symmetrischer
Korper mit kleinem Tragheitsmoment ist, der bei typischen Tem-
peraturen wie Raumtemperatur keine Rotationsenergie speichern
kann. Ein zweit-atomiges Molekiil hat 2 Freiheitsgrade, da es um
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zwei Achsen senkrecht zur Achse des Molekiil rotieren kann. Die
Rotation um die Molekiilachse selbst kann in obigem Sinne wegen
des kleinen Tréagheitsmomentes wiederum keine Rotationsenergie
speichern.

Ob allerdings in all diesen Freiheitsgraden Energie gespeichert werden
kann oder nicht hingt von dem betrachteten System ab. Bei einem
Festkorper zum Beispiel sitzen die einzelnen Atomen auf festen Gitter-
plétzen und konnen somit keine Energie in der Translation speichern.
Auch eine Rotation ist nicht moglich.

Im allgemeinen bekommen wir somit fiir die innere Energie in
Abhéngigkeit von der Zahl f der Freiheitsgrade:

1
U= fNkgT (3.2.14)

Dies bezeichnet man als Gleichverteilungssatz. Daraus folgt direkt
die molare Wiarmekapazitét falls das Volumen bei einer Energiezufuhr
konstant bleibt. Die spezifische Warmekapazitiat ist gegeben als die
Anderung dieser inneren Energie pro Temperaturintervall.

dU

Cv = —
vYoar|,

1

Bei einem ein-atomigen Gas konnen weder Rotation noch Schwingung
vorliegen, womit nur die drei Freiheitsgrade der Translation verbleiben.
Wir bekommen:

U= gNAkBT — gRT (3.2.16)
bzw.
dU 3
- | == 2.1
Cy a7, 2R (3.2.17)

Wirmekapazitit eines idealen Gases, konstanter Druck

Fiihrt man die Energiezufuhr allerdings bei konstantem Druck durch,
so wird bei einer Volumenénderung Arbeit gegen den Umgebungsdruck
geleistet (siehe Abb. 3.2.3). Diese Arbeit gegen einen Druck p iiber eine
Fliche A ist Kraft F' mal Weg dx bzw.:
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FAz = pAAz = pAV (3.2.18)

AQ

Abbildung 3.2.3: Spezifische Warme bei konstantem Druck.

Demnach resultiert die zugefithrte Energie AQ nicht nur in einer Tem-
peraturdnderung AT sondern auch in einer Volumendnderung. Ver-
gleicht man dies mit der Anderung bei konstantem Volumen so fallt
die Temperaturanderung AT bei gleichem AQ hier geringer aus, da
zusitzlich noch Arbeit gegen den Druck p geleistet werden muf:

AQ = Cy AT + pAV (3.2.19)
mit der allgemeinen Gasgleichung bekommt man:

pV = NakgT (3.2.20)

Unter Beriicksichtigung der Volumenédnderung um AV ergibt sich dar-
aus:

p(V + AV) = Nukp(T + AT) (3.2.21)
Damit ist AQ
AQ = (Cy + Nakp) AT (3.2.22)
c

mit
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C, = Cy + Naks (3.2.23)

Die Wirmekapazititen bei konstantem Druck 3.2.23 und konstantem
Volumen 3.2.15 lassen sich noch verkniipfen mit dem sogenannten
Adiabaten-Koeffizienten ~:

C, [+2

takoviabe (3.2.24)

Fiir ein ein-atomiges ideales Gas ergibt sich mit f = 3 ein Adiabaten-
koeffizient von v = g
spezifische Wiarme von Festkorpern

Bei der Warmekapazitéit von Festkorpern wird die Energie im wesentli-
chen in Form von Schwingungen der Gitteratome gespeichert. Falls alle
Atome in den drei Raumrichtungen unabhéngig voneinander schwin-
gen koénnen so bekommt man pro Schwingungsrichtung 2 Freiheitsgra-
de (potentielle und kinetische Energie der Oszillation). D.h. die in-
nere Energie ist dann U = 6%N akgT. Damit bekommt man fiir die
Wirmekapazitiat eines Mols dann:

1
Cy = f5Nakp = 3R (3.2.25)

Der Vergleich mit dem Experiment zeigt allerdings, dafl dieses nicht
mehr fiir tiefe Temperaturen gilt. Bei tiefen Temperaturen kommt der
Quantisierungscharakter der Gitterschwingungen zum tragen und nicht
mehr alle Schwingungsmoden sind fiir die Energieerhhung zugénglich.
Damit wird die Warmekapazitat bei niedrigen Temperaturen klein und
lauft fiir T'— 0 nach Cy — 0, wie in Abb. 3.2.4 veranschaulicht.

spezifische Wiarme bei Phaseniibergéingen

Ein Sonderfall tritt auf, wenn das Medium bei Energiezufuhr mehrere
Phasen durchlaufen kann. Betrachtet man zum Beispiel die Erwarmung
von Kis, so ist die Geschwindigkeit der Temperaturerh6hung umgekehrt
proportional zur Warmekapazitat. Ist diese Warmekapazitiat klein, so
ist die Temperaturerh6hung grofi. Ab 0° tritt Schmelzen ein, und die
Temperatur erhoht sich nicht weiter, da jetzt die Energie fiir eine Pha-
senumwandlung aufgewendet werden muf}, der Schmelzwérme. Erst
nachdem das Eis komplett geschmolzen ist, beginnt die Temperatur
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Cya

E1: 3 i

Abbildung 3.2.4: spezifische Wirme eines Festkorpers.

sich wieder zu erhéhen. Ein Maf fiir diese Erhéhung ist allerdings jetzt
die Warmekapazitit der fliissigen Phase. Diese ist hoher, da jetzt die
Molekiile noch zusétzlich rotieren kéonnen. Demnach ist der Tempe-
raturanstieg geringer. Am Siedepunkt, mufl zundchst die Verdamp-
fungswirme aufgewendet werden, d.h. die Temperatur bleibt wieder
konstant bis die ganze Fliissigkeit verdampft ist. Erst danach erhcht
sich die Temperatur weiter. Auch hier ist die Steigung der Tempera-
turerhohung wieder geringer, da fiir die Gasmolekiile jetzt zusétzlich
noch die Moglichkeit der freien Bewegung in den drei Raumrichtungen
(Translation) besteht. Dies ist in Abb. 3.2.5 veranschaulicht.

T A

100°C

0°C ; f a1 ! =t
ar 1 dt C, 4
= dt C\/,fest

Abbildung 3.2.5: Temperaturinderung bei konstanter Energiezufuhr in
Wasser.

Die aufgewendete Wirmemenge fiir einen Phaseniibergang bezeichnet
man auch als latente Wirme.
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3.3 Wirmetransport

Viele technische Anwendungen basieren auf dem Transport von Wérme. Hier-
bei unterscheidet man Wérmeleitung, als den direkten Transport von Ener-
gie, und der Konvektion als den Transport von Energie mittels Massentrans-
port. Hinzu kommt noch Transport von Warme durch Warmestrahlung.

3.3.1 Wirmeleitung

Bei der Warmeleitung betrachten wir eine Warmequelle, die an einem Ende
eines Mediums eine Temperatur 77 erzeugt, die iiber das Medium abgeleitet
wird und das andere Ende auf die Temperatur 75 bringt (siche Abb. 3.3.1).
Die Energiemenge, die pro Zeit transportiert wird, ist dann per Definition:

E AX
T —_— T, dQ, dQ,
! a dt dt
| b E— T
bmmmee- bFemme- -
T 7T+ d—TAx
dx

Abbildung 3.3.1: Wirmeleitung.

Q42T

dt dx
mit A der Querschnittsfliche. A bezeichnet man als Wiarmeleitfahigkeit
[Jm~ K]
Diese Gleichung 3.3.1 148t sich umstellen und wir bekommen einen Aus-
druck fiir die Warmeleitung A\ von:

(3.3.1)

AQdx 1

Man erkennt, dafl die Wéarmeleitung im wesentlichen von zwei Groéfien
des Mediums abhingt. Der Term AQ/AT entspricht der spezifischen
Wirmekapazitit der Substanz. Der Term dz/dt entspricht der Geschwin-
digkeit in der sich diese Anregung in dem Medium ausbreiten kann.

Betrachtet man zum Beispiel ein Metall, so wird die Energie im wesentli-
chen durch den Transport von Elektronen realisiert. D.h. die Warmeleitung
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in Metallen héngt neben der Wérmekapazitiat der elektronischen Anregung
zusétzlich von der mittleren Geschwindigkeit ab, mit der die Elektronen
durch den Festkorper fliessen. Aus diesem Grund ist die elektrische und die
thermische Leitfdhigkeit in Metallen direkt proportional zueinander, und das
Verhéltnis linear von der Temperatur abhéngig. Dies bezeichnet man als
Wiedemann-Franz-Gesetz:

AT (’iB)ZT (3.3.3)

o 3 e

mit o der elektrischen Leitfahigkeit. Der Vorfaktor der linearen Tempera-
turabhéngigkeit besteht nur aus Naturkonstanten (kg Boltzmannkonstante, e

w2 (kp

Elementarladung) und wird auch als Lorenz-Zahl L abgekiirzt, L = % (7)2
Die lineare Temperaturabhingigkeit entsteht durch die spezifische Wirme
der Elektronen in einem Metall, die nur bei der Wéirmeleitfahigkeit aber
nicht bei der elektrischen Leitfdhigkeit ein Rolle spielt. Man behandelt dabei
die Elektronen wie ein ideales Gas, wobei man beriicksichtigt, daf§ auf Grund
des Pauliverbotes nur ein Anteil proportional zu T" an dem Transport teil-
nehmen kann?. Die Wirmeleitfihigkeit von Kupfer ist somit viel groBer als
die von Gold oder Eisen?.

Wie 148t sich jetzt die Ausbreitung der Temperatur durch ein Materi-
al beschreiben? Die Anderung der Wirme und der Temperatur ist mit der

spezifischen Warme verkniipft wie:

dQ = cMdT (3.3.4)

Dies 148t sich auf beiden Seiten nach der Zeit ableiten und man bekommt
zunachst:

% = CM% = cpdvg (3.3.5)

Die Anderung der Wirme liaBt sich aber alternativ dazu auch iiber die
Wirmeleitung definieren: Betrachten wir dazu ein Volumenelement wobei
auf der linken Seite ein Warmemenge d@), pro Zeit dt zustromt und auf der
rechten Seite eine Warmemenge d@)s pro Zeit dt abstromt. Zusammen ergibt
sich die Bilanz % fiir die Anderung der Warmemenge im Volumenelement

zZu:

dQ  dQ:  dQs
dt dt dt
?Details dieser Ableitung finden sie im Skript zu Physik IV.

3Die hochste Wirmeleitfihigkeit von allen Materialien besitzt allerdings ein Isolator:
Diamant.

(3.3.6)
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Falls die Temperatur auf der linken Seite 7" und auf der rechten Seite
T+ fli—:c& ist, bekommt man mit GI. 3.3.1:

dQ dr d dr d*T
bzw. mit dV = Adx:
dQ d*T
pri Ade (3.3.8)
Vergleichen wir Gl. 3.3.8 und 3.3.5, so bekommen wir:
dr d*T
cpdVE = /\de (3.3.9)

Man erhélt eine Differentialgleichung fiir die rdumliche und zeitliche
Anderung der Temperatur:

dT A\ T

Der Form nach ist dies eine Diffusionsgleichung fiir die Ausbreitung von
Warme.

Der sog. Warmestrom [ ist die Energiemenge, die pro Zeit transportiert
wird. Dies ist direkt

_dQ dT

I=—=-)A— 3.3.11
dt dx ( )
Diese Gleichung 148t sich umstellen zu:
A
I =)X—AT 3.12
AL (3.3.12)
——
1/R

wobei das Minuszeichen mit einer entsprechenden Definition von AT weg-
gelassen werden kann. Man erkennt, daf§ ein Temperaturunterschied einen
Wiérmestrom antreibt, der um so grofler ist je kleiner die Grofle R wird.
Diese Grofle R bezeichnet man als Warmewiderstand:

_ Ax
Y
Betrachtet man jetzt den Warmetransport durch eine gegebene Struk-

tur, z.B. die Isolation einer Hausmauer, so kann man unterschiedliche Félle
diskutieren (siche Abb. 3.3.2).

R (3.3.13)
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|
o1
—

1_
|

Abbildung 3.3.2: Serien- und Parallelschaltung von Warmewidersténden.

e Serienschaltung

In einer Serienschaltung mufl der Warmestrom eine Abfolge von un-
terschiedlichen Materialien nacheinander durchdringen. Jede dieser
Schichten n habe einen eigenen Warmewiderstand R,,. Nachdem der
Warmestrom in der Struktur erhalten sein muf3, bekommt man:

1 1 1
[=—AT = —ATy= ... = —AT 3.3.14
RTVTR, T Ry N ( )
mit
I = 1(T T,) = 1(T ;) (3.3.15)
— Rl 1 2) — RQ 2 3 cJ.

Der Vergleich von zwei aufeinander folgenden Termen zeigt:

(Ty = T3) = I (R + R») (3.3.16)

Fiir N Schichten bekommen wir mit dem Ausdruck von
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R=Ri+Ry+Rs+Ry+ Rs+ ...+ Ry (3317)

Einen Warmestrom von:

1
1=+ (Ti ~Ty) (3.3.18)

D.h. bei der Serienschaltung addieren sich die einzelnen
Wiérmewiderstédnde zu einem Gesamtwiderstand R.
e Parallelschaltung

Bei einer Parallelschaltung von Warmewiderstdnden, d.h. Isolatio-
nen nebeneinander (Beispiel, Wand und Fenster) addieren sich die
Warmestrome durch die einzelnen Schichten, die Temperaturdifferenz
bleibt allerdings gleich. Wir bekommen somit:

1 1 1
I =hLh+DL4+..+Iy=—(T1 —To)+— (11 — To)+... 44— (11 — 1)

Ry Rs Ry
(3.3.19)
Auch dies 148t sich verkiirzt darstellen als:
1
R
mit
L_ 1, 1, 2 (3.3.21)
R R TR R 3.

Man erkennt, dafl bei einer Parallelschaltung der Gesamtwiderstand
sich aus der Addition der Kehrwerte der einzelnen Warmewiderstédnde
ergibt.

Oftmals wird fiir bestimmte Gegensténde auch der sog. k-Wert angege-
ben. Dieser beschreibt den Wérmetransport fiir ein Medium mit gegebener
Dicke d. Der k-Wert definiert sich als:

A
k=-— 3.3.22
. (3322)
Damit wird z.B. der Energietransport durch eine 3 mm starke Glas-
scheibe beschrieben. Hat man eine Abfolge von einzelnen Schichten, die den

Wairmetransport limitieren, so berechnet sich der gesamte k-Wert zu:
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1 1 1
=—+—+.. (3.3.23)
kges kl k2

Bei der Warmekonvektion findet zusétzlich noch ein Massentransport
statt. Diese Art des Wéarmetransports ist in der Regel sehr viel effizienter als
der Transport durch Wéarmeleitung. Klassische Beispiele sind hier die Kon-
vektion als wesentlicher Mechanismus um die Raumluft in einem Gebéude
umzuwélzen oder die Konvektion der geschmolzenen Gesteinsmassen im In-
nern der Erde.

Das Zusammenspiel aus Wiarmeleitung und Konvektion l&8t sich am
Beispiel der Fensterverglasung erldutern (siehe Abb. 3.3.3). Eine einfache
4 mm Glasscheibe hat einen k-Wert von 200 Wm~2K~!. Allerdings wer-
den die angrenzenden Luftschichten durch die Oberflachenreibung in ihrem
Stromungsverhalten behindert. Aus diesem Grund erhchen sich die Isola-
tionseigenschaften durch zwei 1 cm starke Luftschichten auf den beiden
Seiten der Fensterscheiben, da deren Wérmeleitfihigkeit sehr viel geringer
als die von Glas sind. Nach GIl. 3.3.23, ergibt dies zusammen einen k-Wert
von 5..6 Wm™2K~!. Bei einer Doppelverglasung, verwendet man zwei plan-
parallele Glasscheiben, um eine isolierende Gasschicht (in der Regel Argon)
zu schaffen. Diese Gasschicht darf nicht zu dick sein, da sonst die Kon-
vektion im Inneren des Doppelfenster, die isolierende Wirkung zerstoren
wiirde (siehe Abb. 3.3.3). D.h. ein Optimum der Gasschichtdicke liegt bei
ca. 1 cm. Damit reduziert sich bei einem Doppelfenster der k-Wert auf
3 Wm2K~!. Ein wesentlicher Vorteil entsteht dann noch durch den Ein-
satz von Warmeschutzbeschichtungen. Durch entsprechende Anti-Reflexions-
Beschichtungen fiir die Warmestrahlung aus dem Innenraum, erniedrigt sich
der k-Wert auf 0.6 Wm~2K~!. Solch niedrige k-Werte sind identisch zu k-

Werten von isolierten Steinmauern.

3.3.2 Wairmestrahlung

Schliellich haben wir noch Wirmetransport durch Strahlung zu betrachten.
Ein Korper bei einer gegebenen Temperatur strahlt Energie ab entsprechend:

AW
~ = EFd9 (3.3.24)

mit £ dem sog. Emissionsvermdégen, F' der Fliche und df2 dem Raum-
winkel (d.h. in welche Richtungen kann der Kérper abstrahlen). In umgekehr-
ter Weise kann der Korper auch Energie durch Strahlung aufnehmen geméfl
seinem sog. Absorptionsvermoégen A. Es zeigt sich dafl das Emissions- und
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Abbildung 3.3.3: Bei Fenstern wird in der Regel eine Doppelverglasung
verwendet. Dies reduziert signifikant die Warmeleitung, da die Konvektion
im Innern unterbunden ist.

Absorptionsvermégen eines beliebigen Korpers nicht unabhéngig voneinan-
der ist, sondern ein festes Verhéltnis hat, das nur noch von der Temperatur
abhingt:

f(1) == (3.3.25)

Wie laf3t sich dies ableiten? Betrachten wir dazu die Anordnung wie in
Abb. 3.3.4 gezeigt. Ein Korper wird auf eine Temperatur 7" gebracht. Auf
einer Seite strahlt er iiber eine schwarze Fliache ab und auf der anderen Seite
iiber eine weifle Flache. Ein Korper gleichen Materials wird den Oberflachen
gegeniiber angebracht, dessen Oberfliche in jeweils gleicher Weise entweder
schwarz oder weif3 ist.

Mifit man die Temperaturen der beiden Testkorper so erkennt man, dafl
der schwarz mattierte Kérper wéarmer als der weifle wird. Die transportierte
Wiérmemenge hiangt von dem Produkt aus Emissionsvermégen und Absorp-
tionsvermogen ab. Die transportierte Warmemengen (), auf der Seite auf
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der sich die schwarzen Oberflichen gegeniiberstehen und die Warmemenge
(o auf der Seite auf der sich die weiflen Oberflachen gegeniiberstehen sind:

Ql X Eschwarz ! 3.3.26
schwarz
Q2 < EucigAleig (3.3.27)

Die gestrichenen Grofien bezeichnen jeweils die Oberflichen der beiden
Testkorper. In einem zweiten Schritt dreht man den mittleren Koérper um
180 ° und bringt jetzt die weile vor die schwarze Oberfliche und umgekehrt.
Der Wéarmetransport ist dann

Ql X EWEiﬁAlschwarz (3328)
Q? X Eschwarz ;;ez'ﬁ (3329)

Vergleicht man jetzt die Temperaturen, so erkennt man dafl beide gleich
sind. D.h. die transportierten Warmemengen sind identisch. Damit muf} gel-
ten und mit @; = @), gilt dann:

E’weiﬁA/SChwarz = EschwarzA;;eiﬁ (3330>
Damit erkennt man dafl gelten muf:
Ewei Esc warz
b _ = const. = f(7) (3.3.31)

Aweiﬁ Aschwarz

d.h. das Emissions- und Absorptionsvermogen bilden ein festes Verhéltnis
zueinander. Dieses Verhéltnis ist allein eine Funktion der Temperatur héngt
aber nicht von dem Material ab. Das bedeutet, dass ein Korper, der sehr
gut absorbiert (grofiles A) auch gleichzeitig ein sehr guter Emitter (grofles
E) von Wérmestrahlung ist. Das Optimum kann durch einen sogenannten
schwarzen Strahler realisiert werden. Hierbei verwendet man zum Beispiel
einen Hohlraum aus Metall, der so gebaut ist, dal einfallendes Licht dort
nicht mehr hinaus dringen kann. Erhoht man jetzt die Temperatur dieses
Hohlraums auf Rotglut, so beobachtet man, dafl der vormals schwérzeste
Bereich auch derjenige ist, der am besten die Strahlung emittiert.

Durch diese Verkopplung von Emissions- und Absorptionsvermdogen ist es
nahe liegend einen Warmestrahler schwarz zu farben, um seine Abstrahlung
zu optimieren.

Ein schwarzer Korper bei einer Temperatur 7' emittiert Warmestrahlung
mit einer charakteristischen Verteilung beziiglich der Wellenldnge, die
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schwarz weild

[y i
ALY

L]

T, =T,

LLLLLLLLL LS LL L))
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N

Abbildung 3.3.4: Ein Korper bei einer Temperatur 1" besitzt eine weifle
und ein geschwirzte Oberfliche. Thm Gegeniiber befinden sich zwei Korper,
die durch die Wiarmestrahlung auf 77 bzw. T5 erwédrmt werden.

P(A)dA

A

Abbildung 3.3.5: Spektrale Verteilung der emittierten Leistung.

Planck’sche Verteilung, wie sie in Abb. 3.3.5 gezeigt ist. Zu hoheren Tem-
peraturen verschiebt sich das Maximum zu kiirzeren Wellenléngen (z.B. rot
glithend zu blau glithend)

Die abgestrahlte Leistung folgt einer charakteristischen Abhéngigkeit
geméfl dem Stefan-Boltzmann-Gesetz:

Q@ 4
— =0T 3.3.32

mit I der emittierenden Fliche und o = 5.67051- 107® Wm2K~* der
Stefan-Boltzmann-Konstante. Diese starke Temperaturabhéngigkeit bedingt,
daBl gerade bei hohen Temperaturen die Warmeverluste durch Strahlung do-
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minieren.
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3.4 Hauptsidtze der Wiarmelehre

Wie in der Mechanik so gibt es auch in der Warmelehre entsprechende Er-
haltungsséitze. Diese bezeichnet man als Hauptsétze der Thermodynamik.

3.4.1 Zustandsgroflien, Zustandsinderungen

Die Thermodynamik beschreibt ein System mit einem Satz von Zustands-
groen. Man unterscheidet intensive und extensive Zustandsgréfien. Diese
unterscheiden sich hinsichtlich des Resultats bei dem Zusammenfiigen von
zwei Systemen.

e intensiv: Intensive Zustandsgréflen sind zum Beispiel der Druck oder
die Temperatur in einem System. Fiigt man zwei Systeme zusammen,
so stellt sich fiir das neue Gesamtsystem ein Mittelwert fiir Temperatur
und Druck ein.

e extensiv: Extensive Zustandsgroflen sind zum Beispiel Volumen, Ener-
gie und Teilchenzahl. Fiigt man zwei Systeme zusammen, so stellt sich
fiir das neue Gesamtsystem die Summe der Zustandsgrofien der einzel-
nen Systeme ein.

In der Warmelehre betrachtet man ein System, das unterschiedliche
Zusténde einnehmen kann. Im Falle eines idealen Gases entspricht jeder die-
ser Zustdande einer neuen Realisierung der Zustandsgroflen p, V, N, T, die der
Zustandsgleichung pV = NkpT geniigen miissen. Andert sich der Zustand
allerdings von einer Bedingung py, 77, Vi, N1 zu po, 15, Vo, No kommt es auf
die Art der Prozessfilhrung und das betrachtete System an, welcher neuer
Zustand sich einstellt. So kann zum Beispiel eine Verkleinerung des Volu-
mens je nach Prozessfithrung zu einer anderen Kombination von p und T'
fithren (siehe isotherme bzw. adiabatische Kompression unten).

Zunichst unterscheidet man:

e offene Systeme: bei einem offenen System kann ein Prozefl Warme
und/oder Teilchen mit der Umgebung austauschen. Typischer Fall ist
ein Warmebad, bei dem Energie in das System hinein- oder hinaus-
fliessen muf}, damit eine konstante Temperatur herrscht, die durch das
Wirmebad vorgegeben ist.

e geschlossene Systeme: bei einem geschlossenen System findet kein
Austausch mit der Umgebung statt. Dies ist der Fall fiir isolierte Pro-
zesse.
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Man kann zudem grundsétzlich zwei Arten der Zustandsdnderung unter-
scheiden:

e reversibel: bei einer reversiblen Zustandsdnderung gelangt man wie-
der an den Ausgangspunkt beziiglich p, T, V, N zuriick, wenn man
den Prozefl riickwérts ablaufen 148t. Die meisten Ableitungen der
Wiérmelehre zur Beschreibung von Kreisprozessen gehen zunéchst von
reversiblen Zustandsénderungen aus.

e irreversibel: Zustandsdnderungen in realen Prozessen sind allerdings
oftmals irreversibel, da Reibung iberwunden werden muf$ oder bei einer
Volumenausdehnung ein Kolben beschleunigt wird. Dies fithrt jeweils
zu einem Verlust an Energie, die durch eine Umkehrung des Prozesses
nicht mehr zuriickgewonnen werden kann.

Fiir die Anderung von Zustandsgrofien verwendet man folgende Bezeich-
nungen je nach Prozessfithrung, wie in Abb. 3.4.1 illustriert:

isotherm

isochor

Abbildung 3.4.1: Zustandsédnderungen in einem idealen Gas.

e isotherm, T=const.: bei einem isothermen Prozefl dndert sich die
Temperatur nicht. Dies ist in der Regel der Fall, wenn eine Reaktion
in einem Wérmebad der Temperatur 1" stattfindet.

e isobar, p=const.: bei einem isobaren Prozefl &ndert sich der Druck
nicht. Dies ist in der Regel der Fall bei chemischen Reaktionen die
offen bei Umgebungsdruck ablaufen. Hierbei mufl der Prozefl in der
Regel gegen den Umgebungsdruck Arbeit leisten oder kann von auflen
Arbeit aufnehmen.
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e isochor, V=const.: bei einem isochoren Prozefl &ndert sich das Vo-
lumen nicht. Dies in der Regel der Fall, wenn wir einen Druckbehélter
betrachten. Ein isochorer Prozefl kann auch gleichzeitig ein isothermer
Prozef} sein, wenn dieser Druckbehélter ein Wirmebad darstellt.

e adiabatisch, Q=const.: Bei einem adiabatischen Prozef; kann sich die
Wérmemenge in dem System nicht dndern. Dies ist in der Regel der
Fall fiir isolierte Systeme bei denen kein Temperaturausgleich stattfin-
den kann. Diese Isolation von der Umgebung kann auch durch schnelle
Zustandsénderungen realisiert sein, da auf kurzen Zeitskalen ein Sy-
stem auch keine Moglichkeit hat seine Temperatur mit der Umgebung
auszugleichen. Wenn sich die Warmemenge nicht dndert ist der Prozef3
automatisch auch isentrop (S=const.).

3.4.2 Der erste Hauptsatz

Bei der Ableitung der spezifischen Wérmekapazitiat bei konstantem Druck
hatten wir die Beziehung:
dQ) = dU + pdV (3.4.1)
abgeleitet, d.h. die zugefithrte Warme flieft in eine Erhohung der inneren
Energie und eine Expansion des Gases. Mit der Arbeit AW = —pAV kénnen
wir dies schreiben zu:
AQ =AU — AW (3.4.2)

Dies 1a83t sich umschrieben zu:

(AU = AQ + AW | (3.4.3)

Dies bezeichnet man als ersten Hauptsatz. Die Erhéhung der inneren
Energie AU in einem System kann durch Zufuhr von Warme AQ oder durch
von auflen zugefithrte Arbeit AW erfolgen (siche Experiment von Joule Abb.
3.4.2). Dieser erste Hauptsatz ist eine Erfahrungstatsache und kann nicht aus
grundlegenderen Prinzipien abgeleitet werden.

Die zugefiihrte Arbeit fiir ein ideales Gas bei einer Volumendnderung AV
ist:

AW = FAx = —pAAx = —pAV (3.4.4)

D.h. komprimieren wir ein Gas, so ist AV < 0 und damit AW > 0.
D.h. wir stecken Energie in das System hinein. Damit bekommen wir als
Energiesatz fiir ein ideales Gas:
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AT

Abbildung 3.4.2: Umwandlung von Arbeit in Wirme im Experiment von
Joule. Ein Gewicht gibt eine potentielle Energie mgAz ab und treibt ent-
weder einen Riihrer (links) oder einen Generator (Umwandlungseffizienz
100%) an, der eine Glithwendel aufheizt (rechts). In beiden Féllen beobach-
tet man die gleiche Temperaturerhohung AT einer Fliissigkeit.

AU = AQ + AW = AQ — pdV (3.4.5)

Der erste Hauptsatz soll jetzt fiir einige Zustandsédnderungen genauer
beschrieben werden, wie in Abb. 3.4.3 illustriert.

isotherm

24—+ 1 isobar

Abbildung 3.4.3: Prozesse im pV-Diagramm eines idealen Gases.

e IV = const., isochor
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Betrachten wir eine Zustandsdnderung bei der das Volumen konstant
bleibt. Die Energieerhaltung war:

dU = d@Q) — pdV (3.4.6)
da V = const. und
dQ) =dU = CydT (3.4.7)
gilt, bekommen wir:
aUu
—_ —_—— .4-
Cy ar|, (3.4.8)

D.h. die zugefithrte Warme wird komplett in innere Energie umgewan-
delt.

e p = const., isobar

Betrachten wir eine Zustandsdnderung bei der der Druck konstant
bleibt. Dies ist ein haufiger Fall bei Reaktionen der Chemie. Dort ist
der Umgebungsdruck konstant und ein Gas muf} sich z.B. beim Ablau-
fen der chemischen Reaktion gegeniiber dem Luftdruck der Umgebung
ausdehnen. Die Energieerhaltung war:

dU = d@Q — pdV (3.4.9)
Die Warmemenge ist

dQ = dU + pdV = C,dT (3.4.10)

Zur einfacheren Beschreibung fithren wir eine neue Gréfle H ein, die
Enthalpie:

H=U+pV (3.4.11)

Leitet man die Enthalpie nach der Produktregel ab, so ergibt sich:

dH = dU + pdV + dpV’ (3.4.12)

bzw. nach dem Einsetzen von Gl. 3.4.10
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dH = dQ + Vdp (3.4.13)

Da dp = 0 gilt, ist fiir die isobare Zustandsénderung d@) = dH, d.h.
man bekommt:

_dH

=T

(3.4.14)

Somit beschreibt die spezifische Warmekapazitéit bei konstantem Druck
die Anderung der Enthalpie mit der Temperatur wihrend die spezifi-
schen Wirmekapazitiit bei konstantem Volumen die Anderung der in-
neren Energie mit der Temperatur ausdriickt.

Fiir die Betrachtung eines gegebenen Systems mufl man somit die pas-
sende Formulierung der Energie- bzw. Enthalpieerhaltung wéhlen: bei
isochoren Systemen stellt sich ein Minimum der inneren Energie ein
dU = 0, wiahrend man bei isobaren Systemen ein Minimum der Ental-
pie dH = 0 bekommt.

e ' = const., isotherm

Betrachten wir eine Zustandsdnderung bei der die Temperatur konstant
bleibt. Die Energieerhaltung war:

AU = dQ — pdV (3.4.15)

Bei einem idealen Gas hingt die innere Energie nurvon der Temperatur
ab:

1
U= éfNAk:BT (3.4.16)
Da somit bei isothermen Prozessen dU = 0 gelten muf}, bekommen wir:

dQ = pdV (3.4.17)

d.h. Wiarme wird wvollstindig in Arbeit umgewandelt. Mit

pV = NkgT (3.4.18)

bekommt man schlie3lich.
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pV = const. (3.4.19)
Dies ist wieder das Gesetz von Boyle-Mariott.

d@ = 0, adiabatisch

Betrachten wir eine Zustandsénderung bei der keine Warme ausge-
tauscht wird. Dieser Vorgang kommt haufig vor, da viele Systeme ihren
Zustand schnell dndern, so dafl der Warmetransport auf dieser Skala
sehr ineffizient erfolgt und damit eine Angleichung von Temperaturen
nicht stattfindet. Typisches Beispiel ist die adiabatische Kompression
eines Gases in einer Luftpumpe. Hier ist der Kontakt zur Umgebung
so gering, dafl das expandierende/komprimierte Gas keine Moglichkeit
zum Temperaturausgleich hat. Die Energieerhaltung war:

dU = dQ — pdV (3.4.20)

mit d@) = 0 bekommen wir:

dU = CydT = —pdV (3.4.21)

mit dem idealen Gasgesetz (pV = NkgT') laBt sich dies umschreiben
Zu:

dT dv
— =N —_— 4.22
Cy T akp 7 (3 )

Integriert man auf beiden Seiten bekommen wir:

OV InT = —NAI{?B an+const. (3423)

bzw:

In (T VN4kB) = const. (3.4.24)

Aus der Ableitung der spezifischen Warmekapazitét eines idealen Gases
wissen wir, daf3 gelten mufl:

Nakp =C, — Cy (3.4.25)

mit dem Adiabatenkoeffizienten v = g—"; bekommen wir dadurch:
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adiabatisch

1 isotherm 1

Abbildung 3.4.4: Vergleich einer isothermen und einer adiabatischen Zu-
standsdnderung.

| TV~ = const. | (3.4.26)
bzw:

’pV” = const. ‘ (3.4.27)
Fiir ein ein-atomiges ideales Gas war v = 5/3. D.h. die Zustands-

kurven fiir adiabatische Zustandsdnderungen in Abb. 3.4.4 laufen wie

p oc V=53 Damit laufen sie steiler als die isothermen Zustandskurven
(poc V1)

Vergleicht man zwei Punkte im pV-Diagramm, so kann man zwei Glei-
chungen benutzen, um den bekannten Zustand p;,77 und V; in einen
neuen Zustand bei py, T und V5 zu iiberfithren. Es sei z.B. vorgegeben,
daf ein Gas von einem Volumen V; zu einem Volumen V5, komprimiert
wird.

mWVi p2Va
= 3.4.28
T 7 ( )
mVy = pVy (3.4.29)

D.h. aus diesen zwei Gleichungen lassen sich die Unbekannten p, und
T5 berechnen.

Der Adiabatenkoeffizient 148t sich in dem FExperiment von Ruechard
bestimmen. Hierzu verwendet man ein Gasreservoir bei einem Druck

© A. von Keudell, Ruhr-Universitdt Bochum 260



KAPITEL 3. WARMELEHRE 3.4. HAUPTSATZE DER WARMELEHRE

p, das durch einen beweglichen Kolben abgeschlossen wird (sieche Abb.

3.4.5). Dieser Kolben mége mit einer Frequenz wy um seine Gleichge-

wichtslage schwingen. Bei diesem Schwingen komprimiert er das Gas.

Po

.| [

Abbildung 3.4.5: Bestimmung des Adiabatenkoeffizienten «: Ein Kolben
der Masse m wird in Schwingung versetzt und komprimiert dabei ein Volu-
men V adiabatisch.

Im Gleichgewicht herrsche ein Druck py auflen und ein Druck p innen.
Der Druck im Innern des Behélters entsteht durch die Addition der
Gewichtskraft des Kolben und des Auflendruckes. Mit einer Masse m
des Kolbens (Radius r) ergibt sich:

mg
= — 3.4.30
p=po+_3 ( )

Durch eine Anderung des Druckes um dp beginnt der Kolben sich um
seine Gleichgewichtslage (x = 0) zu bewegen. Die riickstellende Kraft
ist dF = Adp:

m—— = mridp (3.4.31)

Diese Bewegung erfolgt so schnell, daf§ die Zustandsdnderung adiaba-
tisch erfolgt. D.h. es gilt:

pV7 =const.  p(V)=const. - V7 (3.4.32)
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Diese Gleichung abgeleitet nach dem Volumen ergibt:

dp = —%dv (3.4.33)

Mit der Volumeninderung dV = r?mx ergibt sich schlieSlich:

d*x
_ 2@7_2

mw = —T7Tr v T (3434)
Dies ist der Form nach eine Schwingungsgleichung mit der Eigenfre-
quenz:
2,.4
2 —rp
= 3.4.35
Wo =7 v ( )

Mit bekanntem r, m, p und V 148t sich somit aus der Messung der
Frequenz wy der Adiabatenkoeffizient v ermitteln.

3.4.3 Der zweite Hauptsatz

Die Energieerhaltung beschreibt nur die Gesamtenergie eines Systems als
zusammengesetzt aus der Warmemenge und der an dem System geleisteten
Arbeit. Doch wie l&8t sich Warme in Arbeit umwandeln? Der Energieinhalt
in Form von Wirme und Arbeit ist von unterschiedlichem Charakter, da
Wiérme Energie in der ungeordneten Bewegung der Gasteilchen speichert,
wéhrend die Arbeit (zum Beispiel die Bewegung eines Gasstempels) jeweils
nur in eine Richtung Arbeit hinein steckt bzw. aus dem System abruft. Dies
ist in Abb. 3.4.6 veranschaulicht.

T

L =
/ 0\ —

Warme Arbeit

Abbildung 3.4.6: Unterschied zwischen Wérme und Arbeit.
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Im mikroskopischen Sinn ist die Temperatur auch immer Ausdruck fiir
das Mafl an Unordnung in einem System. Bewegen sich allerdings alle Teil-
chen in eine Richtung, so ist dieser Zustand der Ordnung gleichbedeutend
mit einer sehr niedrigen Temperatur. D.h. moéchte man ein System in einen
geordneten Zustand iiberfithren, so mufl es gekiihlt werden. Beispiel hierfiir
ist die Strahlkiihlung bei Beschleunigern, die bewirkt dafl alle Teilchen mit
gleicher Geschwindigkeit in die gleiche Richtung fliegen.

Abb. 3.4.5 verdeutlicht auch, daf§ die Umwandlung von Arbeit in Wérme
(Ordnung — Unordnung) zu 100 % erfolgen kann: zugefiihrte Arbeit durch
einen Kolben erhoht die Geschwindigkeit der Teilchen in eine Richtung.
Durch die Stofle der Teilchen untereinander wird die Geschwindigkeitsver-
teilung allerdings schnell rdumlich isotrop und man hat einen Zustand mit
definierter Temperatur T erreicht. Die umgekehrte Umwandlung von Wérme
in Arbeit (Unordnung — Ordnung) kann allerdings nicht so ohne weiteres ab-
laufen, da das Antreiben eines Kolbens nur eine Richtung der isotropen Ge-
schwindigkeitsverteilung beeinflufit. Diese zunéchst anschauliche Ableitung
wollen wir im folgenden genauer begriinden und quantifizieren.

Der Carnot-Prozef3

Um die Effizienz der Umwandlung von Wérme in Arbeit zu diskutieren, be-
trachten wir einen Kreisprozefl, der im pV-Diagramm eines idealen Gases
wieder zum Ausgangspunkt zuriick fithrt. Solche Kreisprozefie sind in Abb.
3.4.7 veranschaulicht. Je nach ”Laufrichtung” kann man zwei Arten unter-
scheiden:

e "Wiarmepumpe”

Bei einer Warmepumpe wird einer Maschine Arbeit zugefiihrt, die eine
Wirmemenge AQ einem kélteren Reservoir entnimmt und danach an
ein wiarmeres Reservoir wieder abgibt (Beispiel Kiihlschrank). Bei ei-
ner Warmepumpe ist die Laufrichtung des Kreisprozesses links herum,
da das Integral AW = — [ pdV positiv wird. D.h. die Maschine muf}
Arbeit aufnehmen.

e "Waiarmekraftmaschine”

Bei einer Warmekraftmaschine wird einer Maschine Wirme zugefiihrt,
die diese in Arbeit umwandelt (Beispiel Dampfmaschine). Bei einer
Wiérmekraftmaschine ist die Laufrichtung des Kreisprozesses rechts her-
um, da das Integral AW = — [ pdV negativ wird. D.h. die Maschine
gibt Arbeit ab.

263 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



3.4. HAUPTSATZE DER WARMELEHRE KAPITEL 3. WARMELEHRE

pA

Waéarmepumpe Warmekraftmaschine
LKuhlschrank” .,Dampfmaschine“

Abbildung 3.4.7: Kreisprozefl, der sich aus zwei Isothermen und zwei
Adiabaten zusammensetzt: Erfolgt der ProzeBablauf im Uhrzeigersinn erhélt
man eine Wirmekraftmaschine; gegen den Uhrzeigersinn erhélt man eine
Wiarmepumpe.

Die kontinuierliche Umwandlung von Wéarme in Arbeit kann in vielen
Kreisprozessen realisiert werden. Beim sog. Carnot’schen Kreisprozef§ (sie-
he Abb. 3.4.8) erzielt man allerdings den maximalen Wirkungsgrad. Bei die-
sem Prozefl durchlduft ein ideales Gas eine zyklische Zustandsdnderung beste-
hen aus einer isothermen und adiabatischen Expansion und einer isothermen
und adiabatischen Kompression. Der Prozef§ durchléuft zyklisch 4 Punkte im
pV-Diagramm 1 — 2 — 3 — — 4. Die Temperatur der wirmeren Isother-
me sei 17, die der kélteren T5. Die Volumina an den 4 Punkten sind jeweils
Vi, Vo, V3 und V,. Der Druck stellt sich immer gemafl der Zustandsglei-
chung eines idealen Gases ein. Um den Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses
zu bestimmen miissen wir die Warmemengen und die Arbeit in jedem dieser
Teilschritte bilanzieren:

e isotherme Expansion 1 — 2

Bei der isothermen Expansion gilt dU = 0. Dabei wird Wéarme komplett
in Arbeit umgewandelt:

dQ = pdV (3.4.36)

mit p = %RT (fiir 1 Mol) erhdlt man durch Integration von V; nach
Va:
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AW, adiabatisch

isotherm

Abbildung 3.4.8: Beim Carnot’scher Kreisprozel wird bei der Temperatur
T} eine Wiarmemenge A entnommen und in Arbeit umgesetzt.

1

da Vo > V7 ist AWi5 < 0, d.h. durch die zugefithrte Warme AQ); leistet
das System Arbeit gegen den Umgebungsdruck. Diese Arbeit ist:

Vs

e adiabatische Expansion 2 — 3

Bei der adiabatischen Expansion wird innere Energie in Arbeit umge-
wandelt.

Nachdem die innere Energie nur von der Temperatur abhingt, ist es
zuldssig fiir die Berechnung von dU einfach, die absoluten Werte vor
(U(Ty)) und nach (U(T3)) der Zustandsidnderung zu vergleichen.
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e isotherme Kompression 3 — 4

Bei der isothermen Kompression wird Warme an die Umgebung abge-
geben:

3
da Vi > Vi ist AWs > 0, d.h. durch die Kompression nimmt das
System von der Umgebung Arbeit auf und gibt diese als Wirme AQq
wieder ab. Diese aufgenommene Arbeit ist:

Vi

e adiabatische Kompression 4 — 1

Bei der adiabatischen Kompression wird zugefithrte Arbeit in innere
Energie umgewandelt. Analog zu oben kénnen wir wieder die Differenz
der inneren Energien des Anfangs- und des Endzustandes benutzen:

Nachdem bei den adiabatischen Zustandséinderungen die Temperaturen
der jeweilige Endpunkte gleich sind, wird bei den Schritten 2 — 3 und 4 — 1
netto keine Warme in Arbeit umgewandelt. Die insgesamt geleistete Arbeit
ist demnach:

V; V-
AW = AWys + AWy, = RT; In (71) + RT;1n (73) (3.4.43)
2 4

Mit den Zustandsgleichungen fiir eine adiabatische Zustandsénderung las-
sen sich die Temperaturen und Volumina verkniipfen. Man bekommt:

Tyt = TVt (3.4.44)
vyt = nyy ! (3.4.45)
Daraus folgt % = %, bzw:

o () (1) e
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Mit dieser Ersetzung bekommen wir schlie8lich:

AW = (T, — T) RIn (%) (3.4.47)

2

Der Wirkungsgrad dieser Umwandlung ist das Verhéltnis aus geleisteter
Arbeit AW und der zugefithrten Warme AQ,. Mit Gl. 3.4.37 bekommt man
somit:

AW T -
AQ, T

n <1 (3.4.48)

Man erkennt, dafl die Umwandlung von Warme in Arbeit nicht vollstindig
erfolgt. Der Wirkungsgrad dieser Umwandlung ist kleiner als 1, da ein Teil der
hinein gesteckten Wérme als Warmemenge AQ)s an die Umgebung abgegeben
wird und dabei die Arbeit AW3,4 verbraucht.

Wirkungsgrad thermodynamischer Maschinen

Der Carnot-Wirkungsgrad ist der mazimale Wirkungsgrad den eine thermo-
dynamische Maschine erreichen kann. Die Umwandlung von Wéarme in Arbeit
erfolgt im Schritt 1 — 2 zu 100 %! Die Umwandlung von Warme in Arbeit in
den Schritten 2 — 3 und 4 — 1 hebt sich gegenseitig wieder auf. Allerdings
muf} der Kreisproze geschlossen werden, was einen Schritt 3 — 4 bedingt.
Die Notwendigkeit dieses Schrittes bewirkt einen Wirkungsgrad der kleiner
als 1 ist, da bei dieser Kompression wieder Warme an die Umgebung abge-
geben wird, D.h. das System muf} einen Teil seiner Arbeit, die es in Schritt
1 — 2 abgegeben kann, verwenden, um wieder zu Punkt 4 zu gelangen wobei
es allerdings die Wéarme AQ, an die Umgebung abgibt. Die geleistete Ar-
beit ist dabei die Fliche unter der Kurve 3 — 4. Somit ist es am giinstigsten,
wenn die Temperatur 75 bei dieser isothermen Kompression méglichst gering
ist.

Der Wirkungsgrad ist zudem grofier je grofier der Temperaturunterschied
der einzelnen Reservoirs ist. Dies hat grole Bedeutung fiir den Betrieb von
Kraftwerken zur Stromerzeugung in denen oftmals ein Medium erhitzt wird
(Wasser), das iiber eine Turbine Arbeit leisten muf. Je hoher der Temperatur-
unterschied des Mediums beim Kreisprozef} ist, desto effizienter ist die Kon-
version von Warme in mechanische Arbeit. Der Wirkungsgrad einiger Prozes-
se der Energiewandlung sind in Tab. 3.1 gezeigt: (i) Bei einem Kohlekraftwerk
wird zunéchst Kohle verfeuert und damit Wasser erhitzt. Uber Dampf wird
dann eine Turbine bzw. ein Generator zur Elektrizitdtserzeugung angetrie-
ben. Der Wirkungsgrad ist hier durch den Temperaturunterschied des Damp-
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Kraftwerk Umwandlung Wirkungsgrad

Gaskraftwerk chemisch — elektrisch 60%

Kohlekraftwerk chemisch — elektrisch 25-45%
Kohlekraftwerk | chemisch — elektr., therm. 85%

(+Fernwiirme)

Wasserkraftwerk | mechanisch — elektrisch 90%
Dampfmaschine chemisch — mechanisch 10%
Dieselmotor chemisch — mechanisch 65%
Ottomotor chemisch — mechanisch 40%
Generator elektrisch — mechanisch 90%

Tabelle 3.1: Wirkungsgrade einiger thermodynamischer Maschinen bzw.
anderer Methoden der Energiewandlung

fes beim Durchgang durch die Turbine gegeben. Dies begrenzt den Wirkungs-
grad auf unter 50%. Dies kann kompensiert werden durch Fernwarmenutzung,
was einer Vermarktung der sonst verlorenen Wirmemenge AQ)y entspricht.
(ii) In einem Gaskraftwerk wird mit den heilen Gasen, die bei der Verbren-
nung von Erdgas entstehen, eine Turbine direkt abgetrieben. Die Verbren-
nungstemperaturen konnen dabei bis 1400°C erreichen was einen hohen Wir-
kungsgrad bedingt.

LaBt man den Prozef in umgekehrter Reihenfolge ablaufen, so bekommt
man den inversen Carnot-Prozef}. Eine solche Maschine bezeichnet man
als Warmepumpe, da sie einem Reservoir die Warmemenge AQ), bei T,
entzieht und sie an ein wérmeres Reservoir bei T als Warmemenge AQ)
wieder abgibt. Dazu ist die Arbeit AW notig wie zum Beispiel bei der adia-
batische Kompression des Mediums. Der Wirkungsgrad 148t sich analog zu
dem einer Warmekraftmaschine ableiten. Man definiert hier allerdings eine
sog. Leistungszahl ey p, die grofer als eins ist, zu:

1Ay T
W=D T AW T T - Ty
In folgendem Gedankenexperiment wollen wir eine Wéarmepumpe und
einer Warmekraftmaschine koppeln. Hierbei soll die Arbeit, die die
Wirmekraftmaschine abgibt, zum Antrieb der Warmepumpe genutzt wer-
den. Fiir den gesamten Wirkungsgrad kann man niemals etwas grofleres
als eins bekommen, wie in Abb. 2.4.9 veranschaulicht ist: eine optima-
le Warmekraftmaschine erreicht einen Wirkungsgrad 7, die ihrerseits eine
Wirmepumpe mit optimaler Leistungszahl 1/n antreibt. Somit kann eine
Wirmekraftmaschine nie mehr Arbeit produzieren als nétig wére um netto
Wiérme von dem kélteren Reservoir zum wéarmeren Reservoir zu transportie-

(3.4.49)
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ren. Diese Tatsache 1483t sich auch anders formulieren:

Jl
o[V AW{/

AQ, T,

T

Abbildung 3.4.9: Kopplung einer Warmekraftmaschine mit einer
Wirmepumpe: Nachdem die Abgabe der Arbeit der Warmekraftmaschine
durch den Carnot-Wirkungsgrad begrenzt ist, der auch fiir den Betrieb der
Warmepumpe gilt, kann es keine abgeschlossene Maschine geben, die Wérme
von einem kélteren zu einem warmeren Reservoir pumpt.

Wiérme flieffit immer von dem heileren zum kélteren Gegenstand

Dies bezeichnet man als zweiten Hauptsatz der Wérmelehre.

Alternativ zur Formulierung der Leistungszahl einer Warmepumpe kann
man auch eine Leistungszahl ey, einer Kaltemaschine definieren. Diese be-
zieht sich auf die entnommene Wirmemenge eines kélteren Reservoirs AQs:

AQ 15

= -4.
AW Ty —T, (3:4.50)

EKM =

3.4.4 Die Entropie
Thermodynamische Formulierung

Der zweite Hauptsatz 1483t sich auch mathematisch elegant formulieren. Be-
trachten wir dazu eine neue Grofle, die Entropie. Sie ist definiert als:

gs — 99

- (3.4.51)

269 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



3.4. HAUPTSATZE DER WARMELEHRE KAPITEL 3. WARMELEHRE

Betrachten wir noch einmal unseren Kreisprozef3. Bei den isothermen Zu-
standsédnderungen bekommen wir die Entropieéinderungen:

V:

ASy ., = TlRTlln (Vj) (3.4.52)
Vi

A53_>4 == ——RTQIH (3453)
Vi

(3.4.54)

Bei den adiabatischen Zustandsdnderungen ist AS = 0 wegen d@ = 0.
Damit bekommt man:

ASgesamt - ASl—)Q + AS3~>4 (3455)

D.h. die Entropie bleibt bei reversiblen Prozessen konstant.

’Asreversibel =0 (3456>

Wie ist das bei irreversiblen Prozessen? Betrachten wir dazu zwei gleiche
Korper (jeweils 1 Mol), die unterschiedliche Temperaturen 7} und 75 besit-
zen. Fiigt man diese Korper zusammen, so gleicht sich die Temperatur aus
und eine Mischtemperatur T}, = 2322 stellt sich ein (siche Abb. 3.4.17). Da-
bei flieit von dem wiarmeren Kérper eine Warmemenge AQ zu dem kélteren
Korper, die diesen erwérmt. Die Entropiednderungen der beiden Korper sind
dabei wie folgt.

Die Entropiednderung bei der Erwarmung des kélteren Korpers ist:

T dQ Tm qr T,
ASl - /Tl T == CV /Tl T == CV ln?l (3457)

Analog dazu ist die Entropiednderung beim Abkiihlen des wéarmeren
Korpers:

T dQ Tm qr T,
ASQ - /T2 T CV /Tz T == CV In ?2 (3458)

Insgesamt ergibt sich damit eine Entropieinderung von:

T
AS = ASl + ASQ = CV In UC (3459)

_ T +T2

Setzt man hier T, ein, so erkennt man, daf
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(Ty + T)®
ATV Ty
gilt. D.h. bei diesem Prozefl nimmt die Entropie zu. Der Temperatur-
ausgleich von zwei Koérpern ist ein irreversibler Prozefl, da es nicht vor-
kommt, dafl beim Kontakt von zwei Korpern Warme von dem kélteren zu
dem warmeren fliet. In diesem Sinne kann man den zweiten Hauptsatz an-
ders formulieren als:

AS = Cy In >0 (3.4.60)

Bei irreversiblen Prozessen nimmt die Entropie in dem System
immer zu bzw. AS;reversiver > 0

Wie #ndert sich jetzt die Entropie eines idealen Gases bei der Anderung
von einem Ausgangszustand mit py, To und Vj zu einem Endzustand mit p,
T und V7?7 Beginnen wir zunichst mit dem ersten Hauptsatz:

Q 1

dS = — = =(dU + pdV 3.4.61
-+ = 2 (dU + paV) (3.4.61)
Mit p = %NAkBT und dU = CydT bekommen wir:
dS—lC dT—l—lNk:dV (3.4.62)
=gtV v vArs 4.
Daraus ergibt sich
™1 V1
AS = —C’VdT—l—/ — NkpdV
To T Vo 4
T \%
= Cyln—+ Nykpln — 3.4.63
1% HTO + INakB HVO ( )

mit Cy = %N Akpund V % fiir ein ein-atomiges ideales Gas bekommen
wir:

3 T V
AS = 5 AkBanTO+NAkBln70
T\*? (Vv
= Nykpl — — 3.4.64
e <T0> <V0) ( )

Die Abhéngigkeit beziiglich des Druckes 148t sich einfach bestimmen, da

immer die Zustandsgleichung gelten mufl. D.h. wir ersetzen V % und

bekommen:
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BRI

AS = Nykpln

Mikroskopische Formulierung

Die Entropie 148t sich allerdings auch auf der Basis eines mikroskopischen
Bildes verstehen. Betrachten wir dazu zunéchst ein Volumen das isotherm
expandiert. In einem Behilter befindet sich eine Trennwand. Im Anfangs-
zustand befinden sich nur auf einer Seite dieser Trennwand die Gasatome.
Entfernt man diese Trennwand, so verteilen sich die Atome im ganzen Hohl-
raum (siche Abb. 3.4.10). Die Anderung der Entropie ist hierbei:

Vv, > V,

T, T, = T

Abbildung 3.4.10: (a) Entropieinderung bei der isothermen Expansion ei-
nes Gases. Hierbei wird eine Trennwand entfernt und die Gasteilchen kénnen
sich vom Volumen V; auf das Volumen V5 ausdehnen. (b) Entropieinderung
bei dem Temperaturausgleich zweier Korper.

1 1
dS = =d@Q = =(d d 4.
§=5dQ = (dU +pdV) (3.4.66)
Man bekommt:
1 1 RT
ds = TCydT%- deV (3.4.67)
Integration liefert
13 Va
AS =Cyln— In —= 4.
S CVHT1+RHV1 (3.4.68)
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Unter der Annahme einer isotherme Zustandsdnderung, fillt der erste
Term weg (T = T3). D.h. wir bekommen eine Entropieanderung durch das
Entfernen der Zwischenwand von:

1%
AS = Rln 72 (3.4.69)

1
Mit Vo > V; wird AS positiv. Man kann zeigen, daf} sich ein identischer
Ausdruck auch aus der Betrachtung von Wahrscheinlichkeiten ableiten 1af3t!
Betrachten wir dazu die Wahrscheinlichkeit w, dal sich N4 Molekiile in
dem Teilvolumen V] befinden, wie es vor dem Entfernen der Zwischenwand
das Gas eingeschlossen hat. Die Wahrscheinlichkeit fiir 1 Teilchen sich in dem
Volumen V; aufzuhalten ist:

Vi
Va
Fiir die Wahrscheinlichkeit, dal N4 Teilchen sich gleichzeitig im Volumen
V1 aufhalten, bekommen wir:
v\
w = ( 1) (3.4.71)

Va
mit Ny = 6-10% wird diese Wahrscheinlichkeit natiirlich sehr, sehr klein.
Diese Wahrscheinlichkeit 148t sich formal umformen zu:

kplnw = kN4 In (%) =—RlIn (%) (3.4.72)
AS

(3.4.70)

W1 Teilchen =

D.h. die Entropie ist ein Maf fiir Wahrscheinlichkeit™" einer bestimmten
Konfiguration:

1
AS = —kgplnw = kgln - (3.4.73)

bzw. proportional zu den Realisierungsmoglichkeiten ) fiir eine be-
stimmte Konfiguration 1/w = € in einem System. Definiert man S = 0 fiir
) =1, so kann man eine absolute Skala fiir die Entropie angeben als:

a7

Die Realisierungsmoglichkeiten fiir obiges Beispiel bedeuten, daf§ alle Teil-
N
chen in Vi nur einer einzigen Moglichkeit entspricht, wihrend es 2 = <%> !

andere Moglichkeiten gibt die Teilchen beliebig auf der linken und rechten Sei-
te der Trennwand zu verteilen. Demnach steigt die Entropie um kg In (2 an!
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Im folgenden wollen wir diese mikroskopische Interpretation der Entropie
an zwei berithmten Beispielen illustrieren:

e Gibb’sches Paradoxon

Betrachten wir zunéchst zwei getrennte Volumina, wie oben illustriert,
die jetzt allerdings jeweils mit einem Gas A und einem Gas B bei glei-
chem Druck und gleicher Temperatur gefiillt sind. Entfernt man die
Zwischenwand, so mischen sich beide Gase, Dabei wird die Mischuns-
gentropie erzeugt. Diese berechnet sich wie folgt:

— Mischen zweier Gase A und B

Die absolute Entropie des Gases A im Volumen V4 vor dem Ent-
fernen der Zwischenwand ist analog zu obiger Ableitung gegeben
als:

Vi)V
Sis=kgln <—) (3.4.75)
Vo
Hierbei ist V; ein Normvolumen?. Die absolute Entropie des Ga-
ses B im Volumen Vy vor dem Entfernen der Zwischenwand ist

gegeben als:

Ve\'?
Vo
Nach dem Entfernen der Zwischenwand vergrofliert sich fiir beide
Gase das Volumen jeweils auf V4 4+ Vg und wir bekommen fiir die

neuen Entropien S/, und S:

Na
S, = kgln (M> (3.4.77)
Vo
Via+ Ve \'?
Sy =kgln <M> (3.4.78)
Vo
Die Differenz
AS =8, + S —S4— Sz (3.4.79)

ergibt mit

4Da wir uns im folgenden nur fiir Entropiesinderungen interessieren, fillt V; immer
wieder heraus
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AS = Nikgln (M) 4 Npkpln (@)

Vo 0
1% 1%
—Nukpln (7;‘) — Ngkpgn (Vlj) (3.4.80)

schlie3lich

AS:NAkBln M +NB]€BIH M (3481)
Va Vi

Dies bezeichnet man als Mischungsentropie.

— Mischen zweier gleicher Gase A und A

Jetzt wollen wir allerdings den Fall betrachten, dafi die Gase im
Volumen A und im Volumen B identisch sind! Durch das Ent-
fernen der Zwischenwand koénnen sich die Gase vermischen. Fiigt
man die Trennwand allerdings wieder hinein, so gelangt man wie-
der zum Ausgangszustand. Somit hat sich der Grad an Ordnung
nicht gedndert und man sollte erwarten das AS = 0 gilt. Statt-
dessen ergibt obige Ableitung auch fiir den Fall, dafl zwei gleiche
Gase vorliegen AS > 0. Dies bezeichnet man als Gibbs’sches Pa-
radoxon. Wo liegt der Fehler? Das Paradoxon l&3t sich beheben,
wenn wir zuséatzlich voraussetzen, daf3 die Teilchen ununterscheid-
bar sind!

Betrachten wir N4 Teilchen, die auf das Volumen aufgeteilt wer-
den. Die absolute Zahl der Moglichkeiten fiir unterscheidbare Teil-

N
chen ist (“//—g‘> A. Falls die Teilchen ununterscheidbar sind, werden

eine Vielzahl von Moglichkeiten doppelt gezéhlt. Wenn wir N4
Teichen in einem Volumen verteilen gibt es N4!° Permutationen,
die zu demselben Ergebnis fithren. Dieser Umstand kann in der
Formulierung der Entropie korrigiert werden, indem die Zahl der
Moglichkeiten durch N4! geteilt wird

AN
=kpln— | — 4.82
Sa BnNA!(VO> (3.4.82)

Da N4 eine grofle Zahl ist kann man die Stirling-Formel In N! =
NlIn N — N benutzen. Es ergibt sich:

5N 4! bezeichnet die Fakultit und ist gegeben als Na - (Na —1) - (Na — 2)...
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Na
SA = kBlIl(—> —]CBthA!
0

Vi)V
= kzln (V) — kpNaln Ny + kpNy
0

Va
NaVy

Na
= NA/{?B In ( ) + kJBNA (3483)

Auf der Basis dieser Ableitung kénnen wir alle Terme in GI.
3.4.81 analog zu V — % ersetzen und bekommen fiir die Entro-
pieinderung®:

Va+Ve Ny Vi4+Vs Np
AS = Nakpln [ A58 24N L Nkpn [ A8 B
ABH(NAJrNB VA>+ BB“(NA+NB VB>

(3.4.84)

Nachdem wir vorausgesetzt hatten, dal in beiden Teilvolumina
p und T gleich sind mufl auch N/V konstant bleiben und wir
bekommen:

Ny Np Nisu+ Np

a__Ls__4 "7 3.4.85
Vs Vs Va+ Vg ( )
Dadurch gilt:
Vi+Ve Ny
—_ = 3.4.86
Ny+ Ng Vy ( )

Wenn wir dies in obige Gleichung einsetzen wird der Logarithmus
Null und man bekommt schlie8lich:

AS =0 (3.4.87)

Dies ist in Ubereinstimmung mit der Vorstellung, dafl wir keine
Anderung durchfithren, wenn wir bei gleichen Gasen bei gleicher
Temperatur und Druck eine Trennwand hineinfiigen oder hinaus-
ziehen.

Man beachte, dafl bei dieser Ableitung auch die Gase A und B,
wie sie zu Anfang einzeln in den Volumina V4 und Vg vorliegen

5Der letzte Term in Gl. 3.4.83 kp N fillt bei der Bildung von AS immer weg.
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natiirlich ununterscheidbar sind. D.h. die Formulierung entspre-
chend Ny! und Np! ist in jedem Fall giiltig. Allerdings gilt bei
dem zusammengefiigten System nur fiir gleiche Gase (N4 + Np)!,
fiir unterschiedliche Gase mufl man N4!Np! setzen!

e Maxwell’s Damon

Die mogliche Verletzung des zweiten Hauptsatzes wurde in einem
berithmten Gedankenexperiment von Maxwell formuliert. In einem
Behélter befinde sich eine Trennwand mit einem kleinen Loch. Zu An-
fang befindet sich auf beiden Seiten ein Gas der Temperatur 7. Maxwell
postulierte einen Damon, der die Teilchen beobachtet wie sie durch
dieses Loch treten und sie geméfl ihrer Geschwindigkeit sortiert: die
heifleren Teilchen 148t er nach links iibertreten, wihrend die kalteren
Teilchen rechts bleiben miissen. Nach einiger Zeit mufl sich ein Tem-
peraturunterschied einstellen. Damit hétte sich die Entropie in dem
System verringert. Dies wire eine Verletzung des zweiten Hauptsatzes.

Abbildung 3.4.11: Der Maxwell’sche Ddmon sortiert Teilchen, die durch
eine Offnung zwischen zwei Behéltern hindurch treten hinsichtlich ihrer Ge-
schwindigkeit. Dadurch entstehen unterschiedliche Temperaturen. Dies ver-
letzt zunéchst den zweiten Hauptsatz, da die Entropie dabei abnimmt.

Dieser Sachverhalt 16st sich auf indem man postuliert, dafl die Infor-
mation ob ein Teilchen heifl oder kalt ist, der Erzeugung von Entropie
durch den Maxwell’schen Damon entspricht. Die Fallunterscheidung fiir
jedes Teilchen erzeugt einen Zuwachs von:

AS = kpln2 (3.4.88)
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Somit nimmt die Entropie in dem Behélter ab, aber gleichzeitig die
Entropie der Information zu. Diese Sichtweise begriindet die sog. In-
formationstheorie

Man erkennt aus dieser Betrachtung der FEntropie, dafl irreversible
Anderungen in einem geschlossenen System immer zu einer Maximierung
der Entropie fithren. In diesem Sinne ist auch die Maxwell-Boltzmann-
Geschwindigkeitsverteilung eine Verteilung maximaler Entropie, da sie die
meisten Realisierungsmoglichkeiten darstellt eine vorgegebene Energiemen-
ge auf N Teilchen zu verteilen. Dies 14t sich leicht illustrieren: nehmen wir
an, dafl die gesamte Energie von 10 Teilchen 10 Joule betragen soll. Eine
Moglichkeit wére es einem Teilchen genau 10 Joule zuzuweisen und den an-
deren 9 jeweils 0 Joule. Dies ist allerdings nur einige einzige Variante. Verteilt
man die Energie gleichméfliger auf die Teilchen so existieren mehr Permu-
tationen, d.h. diese Moglichkeiten sind wiel wahrscheinlicher und besitzen
deshalb eine grofiere Entropie.

3.4.5 Der dritte Hauptsatz

Der dritte Hauptsatz der Warmelehre betrachtet schliefllich den absoluten
Nullpunkt der Temperaturskala. Er besagt:

lim S(T) =0 (3.4.89)
T—0

D.h. die Entropie S strebt fiir T" — 0 gleichzeitig auch Null an. Am
absoluten Nullpunkt ist dann nur ein Zustand (€ = 1) in einem System
realisiert nach S = kglnQ (Inl = 0). L&Bt sich dieser Zustand erreichen?
Dafiir benétigen wir eine thermodynamische Maschine, die ein Reservoir
abkiihlt bis zur Temperatur Null. Die maximale Effizienz €, einer solchen
Kaltemaschine wurde oben abgeleitet zu:

AQ, Tait
= = 3.4.90
KM AW Twarm - Tkalt ( )
Setzen wir jetzt zum Beispiel fiir Tyerm = 1 K und fiir Tjey = 1073

K, so miissen wir fiir eine Warmeabfuhr von AQy = 1 J eine Arbeit von
AW = 10® J aufwenden. Wollen wir noch weiter abkiihlen steigt die dazu
notwendige Arbeit weiter an. D.h. der absolute Nullpunkt ist nicht erreichbar,
sondern kann nur ndherungsweise erreicht werden. Der bisherige Rekord liegt
bei Nanokelvin.

Die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes a8t sich auch aus der
Entropieabhéngigkeit des idealen Gases ableiten. Wir hatten abgeleitet, dafl
die Entropie eines idealen Gases wie:
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S
Py
isotherm
%/ "
adiabatisch P, > P
T

Abbildung 3.4.12: In einer Kiltemaschine laufen abwechselnd isotherme
und adiabatische Prozesse zwischen zwei Driicken p; und py ab, bei denen
ein Medium kontinuierlich abgekiihlt wird. Im ST-Diagramm wird deutlich,
daf der Punkt T" = 0 nicht erreichbar ist.

S « In

(7) " C)

skaliert. Die Form dieser Kurven fiir unterschiedliche Driicke p; und ps
ist in Abb. 3.4.12 gezeigt. Man erkennt, dafl eine Kéltemaschine in einer
Abfolge von einem isothermen und einem adiabatischen Schritten zwischen
den Driicken p; und ps nur eine endliche Temperaturerniedrigung realisieren
1a83t. Koppelt man eine Reihe von Kéltemaschinen hintereinander (das kéltere
Reservoir der ersten bildet das warme Reservoir der néchsten), so a8t sich
nie die Temperatur 7' = OK erreichen kann. Einige Methoden zur Erzeugung
tiefer Temperaturen

3.4.6 Thermodynamische Maschinen

Thermodynamische Maschinen sind allgemein Apparate in denen ein Medium
einem Kreisprozef§ unterworfen wird, wobei Wéarme aus einem Reservoir in
mechanische Arbeit umgewandelt wird oder umgekehrt. Im folgenden wollen
wir einige typische Kreisprozefle diskutieren:

Kailtemaschine

Bei einer Kéltemaschine (bzw. Wérmepumpe) nimmt ein Medium bei ei-
ner tiefen Temperatur 75 eine Warmemenge AQ auf (siche Abb. 3.4.13). In
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Medium Methode erreichte Temperatur
Luft Joule-Thomson 0, 90 K, Ny 77 K
H, Joule-Thomson 20 K
‘He Joule-Thomson 421 K
SHe Joule-Thomson 3.19 K
‘He JT+Abpumpen 0.7 K
‘He-3He Entmischungskiihler 0.0019 K
paramg. Salze | adiabat. Entmagnetisierung 0.002 K (T,)
Atomkerne adiabat. Entmagnetisierung 107° K (T,)
Atomkerne adiabat. Entmagnetisierung 1071 K (Txern)

Tabelle 3.2: Erzeugung tiefer Temperaturen. Der Joule-Thomson-Effekt
bezieht sich auf die adiabatische Expansion realer Gase (siche unten).
In einem Entmischungskiihler wird die Entropieinderung bei einem Pha-
seniibergang zur Abfuhr von Warme benutzt. Adiabatische Entmagnetisie-
rung bezieht sich auf die Kiihlung eines Spinsystems durch duflere Magnet-
felder. Beim adiabatischen Abschalten des Magnetfeldes steigt die Entropie
des Spinsystems auf Kosten der Entropie in der kinetischen Energie.

einem realen Kiihlschrank ist dies oft latente Warme, die durch das Ver-
dampfen eines Kiihlmittels gegeben ist. Je grofler die spezifische Warme des
Kiihlmittels ist, desto besser kann dieses die Wéarmemenge mitnehmen. Ein
Kompressor verdichtet das Kiihlmittel auf einen hohen Druck und Tempera-
tur 7. In einem Warmetauscher gibt es die Warmemenge an die Umgebung
ab. Danach wird das Kiihlmittel iiber eine Drossel entspannt, wobei es sich
wieder abkiihlt und dabei verfliissigt. Damit ist der Kreislauf geschlossen.

Otto- und Dieselmotor

Bei einem Ottomotor laufen zwei isentrope und zwei ischore Prozesse zy-
klisch ab (sieche Abb. 3.4.14). Das Ziinden des Brennstoff-Luft-Gemisches,
sowie das Ausstoflen des Abgases erfolgt so schnell, dal sich dabei das Vo-
lumen nicht &ndert. Beim Ansaugen des Kraftstoffgemisches, sowie bei der
Expansion des geziindeten Kraftstoffgemisches kann keine Wéarme abgege-
ben werden und man kann das System als geschlossen betrachten. D.h. die
Zustandsdnderungen erfolgen isentrop bzw. adiabatisch.

Bei einem Dieselmotor hat man wieder zwei isentrope Zu-
standsdnderung, aber nur eine isochore beim Ausstof3 des Abgases, aber eine
isobare bei der Ziindung des Gemisches. Die Verbrennung von Diesel erfolgt
viel langsamer, so dafl bei der Ausdehnung der Kolben entsprechend nachge-
ben kann und der Druck bei dieser Verbrennung nahezu konstant bleibt. Der
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"l

Kompressor

Erwérmung

Kondensor

Abkihlung

Drossel

Abbildung 3.4.13: Kiltemaschine.

Wirkungsgrad bei einem Dieselmotor ist gréfler, da ein viel hoherer Druck
als beim Ottomotor erreicht wird, und damit die Fliche, die der Kreisprozef3
einschliet auch groBer wird.

Stirling-Motor

Eine weitere thermodynamische Maschine bei der der Wirkungsgrad den des
Carnot-Prozesses erreicht, ist der Stirling-Prozefl, der sich aus zwei Isother-
men und zwei Isochoren zusammen setzt. Abb. 3.4.15 zeigt den Ablauf. An
einem Rad sind iiber zwei Kurbeln zwei Kolben aufgehdngt, die um 90° ge-
geneinander versetzt sind. Ein Kolben komprimiert und expandiert das Gas,
bei der isothermen Expansion und Kompression. Der zweite Kolben ist in
der Mitte durchléssig, wobei das Gas beim Durchstrémen seine Warme an
Kupferwolle abgibt, bzw. von dieser aufnimmt. Dieser durchléssige Kolben
macht die isochoren Zustandsénderungen.

e Im ersten Schritt wird das Gas isotherm expandiert und nimmt dabei
Warme von einem heiflen Reservoir auf.

e In dem zweiten Schritt findet eine isochore Abkiihlung statt, bei der
die Warme von der Cu-Wolle aufgenommen wird.

e In dem dritten Schritt findet eine isotherme Kompression statt, bei der
Wiérme an ein kilteres Reservoir abgegeben wird.
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2 Einspitzung 3

W
4 4

Zinde
2 \_ Abgas o
VW 1 1
V V
Otto-Motor Diesel-Motor

Abbildung 3.4.14: pV-Diagramme von Otto-Motor und Dieselmotor.

e Im letzten Schritt findet wieder ein isochore Erwérmung statt bei der
die Cu-Wolle wieder Wérme an das Gas abgibt.

Falls der Warmeiibertrag an die Cu-Wolle verlustfrei erfolgt, so hat auch
dieser Prozef3 denselben Wirkungsgrad wie der Carnot-Prozef. Die einzelnen
Schritte sind im pV-Diagramm in Abb. 3.4.15 noch einmal dargestellt.

3.4.7 Thermodynamische Potentiale

Fir die Beschreibung von Systemen und entsprechenden Zu-
standsénderungen lassen sich unterschiedliche Erhaltungsgréfien definieren,
die sich in Abhéngigkeit von Variablen einstellen. Betrachtet man zum
Beispiel ein abgeschlossenes System bei konstantem Volumen, so lassen
sich einzelne Systeme hinsichtlich des Volumens und der darin enthaltenen
Entropie voneinander unterscheiden. Fiir die Berechnung des Gleichge-
wichtszustandes fordert man das Minimum der Energie. Diese Forderung
muf allerdings in Abhéngigkeit von dem System unterschiedlich formuliert
werden, da fiir jeden Fall das Minimum eines anderen thermodynamische
Potentials gesucht wird:
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isotherme isochore isotherme isochore
Expansion Abkihluna Kompression Erwarmuna

Abbildung 3.4.15: Der Stirling-Prozef} ist in 4 Schritte unterteilt, die iso-
therme Expansion, die isochore Abkiihlung, die isotherme Kompression, die
isochore Erwarmung.

Energie, Variablen S und V

Betrachten wir ein abgeschlossenes System in dem die Gesamtenergie im
Gleichgewicht minimal werden muf}: dU = 0. Unterschiedliche Systeme un-
terscheiden sich beziiglich der Variablen Entropie S und Volumen V. Nach
dem ersten Hauptsatz gilt:

dU = TdS — pdV (3.4.92)

Diese Gleichung besagt wie die innere Energie U von den unabhéngigen
Variablen S und V abhéngt. Damit diese Gleichung immer gelten kann,
miissen allerdings die intensiven Gréflen Druck und Temperatur einer Bezie-
hung geniigen. Die Ableitung der inneren Energie nach den Variablen ergibt:

ou

a5, = T (3.4.93)
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ou

== 4.94
V|, p (3.4.94)

Nachdem die innere Energie ein Potential ist mufl die Reihenfolge der
Ableitungen egal sein und gelten:

0*U 0*U

= 4.
asov  ovosS (34.95)
Dies 148t sich anders formulieren als:
0| oU 0| oU
] = = =] = 3.4.96
0S|, oV|y OV |g 0S|, ( )
S—— S——
—p T
Daraus folgt der Zusammenhang;:
dp oT
- = == 3.4.97
as|, 9OVig ( )

D.h. die Zustandsgleichung zur Beschreibung eines abgeschlossenen Sy-
stems bei konstantem Volumen muf} dieser Bedingung geniigen.

Enthalpie, Variablen S und p

Betrachten wir jetzt ein abgeschlossenes System bei dem der Druck p und
die Entropie S gegeben sein soll, sich aber das Volumen &ndern kann. Dies
ist der haufigste Fall fiir chemische Reaktionen, die oftmals bei Umgebungs-
druck stattfinden. Mit dem Fortschreiten der chemischen Reaktion kann auch
Arbeit pdV gegen den Umgebungsdruck geleistet werden. Mit dem ersten
Hauptsatz

dU = TdS — pdV (3.4.98)

ergibt sich:

dU =TdS — d(pV) + Vdp (3.4.99)
Dies 1483t sich umwandeln zu:
d(U +pV)=TdS + Vdp (3.4.100)
——

=H

Mit dieser Definition der Enthalpie ergibt sich:
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dH = TdS + Vdp (3.4.101)

Man erkennt, dafl man bei isobaren Systemen im Gleichgewicht ein Mini-
mum der Enthalpie dH = 0 fordern muf}! Das Minimum der inneren Energie
dU = 0 vernachléassigt, dafl der Druck von aulen an dem System zusétzlich
Arbeit leisten kann.

Damit die Enthalpie eine Erhaltungsgrofie ist muf fiir die Variablen Tem-
peratur und Volumen ein Zusammenhang gelten. Die Abhéngigkeit der Ent-
halpie von den Variablen ist:

OH
— = T 3.4.102
75| (3.4.102)
H
o _ (3.4.103)
op |4

Nachdem die Enthalpie ein Potential ist, muf3 die Reihenfolge der Ablei-
tungen egal sein und gelten:

0O*H 0*’H
= 3.4.104
0So0p  OpdS ( )
Dies 1a83t sich anders formulieren als:
0| O0H 0| 0H
— —| = = = (3.4.105)
oS ) oplg Op|g OS »
R/_/ W—/
14 T
Daraus folgt der Zusammenhang;:
ov or
— = — 3.4.106
oS » op |4 ( )

Freie Energie, Variablen 7' und V

Betrachten wir ein isothermes System bei konstantem Volumen (siche Abb.
3.4.16). Wir beginnen wieder mit dem ersten Hauptsatz:

AU = TdS — pdV (3.4.107)
Mit

dU = d(TS) — SdT — pdV (3.4.108)
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148t sich die freie Energie F definieren als:

F=U-TS (3.4.109)

und man bekommt

dF = —SdT — pdV (3.4.110)
| |

Damit die freie Energie eine Erhaltungsgrofe ist, mufl zwischen der Entro-
pie und dem Druck folgender Zusammenhang gelten:

oS dp

| === 3.4.111

ov|, aT|, ( )
ﬂ F

T T
TV
p, T
freie Energie freie Enthalpie

Abbildung 3.4.16: Freie Energie und freie Enthalpie bei isothermen Sy-
stemen.

Die freie Energie wird oftmals benutzt um Prozesse an
Festkorperoberflichen zu beschreiben, die bei einer konstanten Tempe-
ratur ablaufen und bei denen sich das Volumen nicht &ndert. Zudem ist
die freie Energie, derjenige Anteil an der inneren Energie, der nach auflen
Arbeit leisten kann (F' = U —T'S).

Freie Enthalpie, Variablen 7" und p

Als letztes betrachten wir ein isothermes System bei dem der Druck konstant
gehalten wird. Es gilt zunéchst:

dU = TdS — pdV (3.4.112)
Mit
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dU = d(TS) — SdT — d(pV) + Vdp (3.4.113)

kénnen wir die sogenannte freie Enthalpie G definieren als:

G=U-TS+pV (3.4.114)

und bekommen

dG = —SdT + Vdp (3.4.115)

Die freie Enthalpie wird insbesondere bei isothermen Prozessen wie der
Kondensation von Gasen angewendet. Auch hier kann analog zu obigen Bei-
spielen ein Zusammenhang der Variablen gefordert werden von:

_ 98
dp

4

- (3.4.116)
s OT|

Die Verkniipfungen zwischen den einzelnen thermodynamischen Po-
tentialen lassen sich mit einer einfachen Merkregel ableiten, wie sie in
Abb. 77 illustriert ist. Im Uhrzeigersinn gelesen ergibt sich ”Viereck fiir
thermodynamisch genutzte Potentiale hilft bei schnellem Umrechnen”: an
den Seiten stehen jeweils die 4 Potentiale. Dieses Potential setzt sich aus den
zwei Variablen links und rechts zusammen mit den Vorfaktoren auf den dia-
gonal gegeniiber liegenden Seiten. Falls man sich entgegen der Pfeilrichtung
bewegt multipliziert sich noch ein Minuszeichen.
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dH =TdS+Vdp dU=TdS-pdV dF =-SdT-pdv dG =Vdp-SdT

Abbildung 3.4.17: Viereck fiir thermodynamisch genutzte Potentiale hilft
bei schnellem Umrechnen.
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3.5 Reale Gase

3.5.1 van der Waals Zustandsgleichung

Bei der Betrachtung von thermodynamischen Prozessen haben wir bis-
lang immer ideale Gase betrachtet. Bei realen Gasen miissen wir allerdings
beriicksichtigen, daf3 die Atome oder Molekiile ein Figenvolumen haben bzw.
dafl eine anziehende Wechselwirkung zwischen ihnen besteht. Fiir ein ideales
Gas galt:

pV = NkgT (3.5.1)

Bei einem realen Gas, das wir uns als Atome/Molekiile mit endlichem
Radius r vorstellen, ist der Mindestabstand zwischen zwei Atomen 2r. D.h.
das Volumen das den Gasatomen zur Verfiigung gestellt werden kann kann
nicht beliebig klein werden. Das Eigenvolumen eines Gasteilchens ist danach:

4m 4

VGasteilchen = ?7“ (352)

Nachdem der Abstand zwischen zwei Gasteilchen mindestens 2r betréigt
ist das verbotene Volumen, in dem sich kein zweites Atom aufhalten kann
(sieche Abb. 3.5.1):

Abbildung 3.5.1: In einem realen Gas, besetzen die Atome ein endliches
Volumen.

4
‘/verboten == ?(2T)3 == 8VGasteilchen (353)
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Welches echte Volumen Vieaes gas Steht nun N Gasteilchen in einem
Behélter mit Volumen V' zur Verfiigung:

Vi(1tes Teilchen) — V (3.5.4)

Vo(2tes Teilchen) — V' — 8Viustcitchen (3.5.5)

V3(3tes Teilchen) — V — 2 8Viastcitchen (3.5.6)
N

Vn(Ntes Teilchen) — V — Z(n — 1)8Vigasteitchen (3.5.7)
n=1

(3.5.8)

Fiihrt man diese Reihe zu Ende, so bekommt man als das mittlere Volu-
men fiir N Teilchen:

N N
1 1
V= N nz:l Vn =V - N ;(n - 1)8VGasteilchen (359)

N J/
-

:N(N_l)SVGasteilchen

Mit dem Molvolumen V), fiir N4 Teilchen ergibt sich:

VM,reales Gas — VM - 4NAVGasteilchen = VM —b (351())

mit b einer gasart-abhéngigen festen Konstanten.

Neben dem Volumen éndert sich allerdings bei einem realen Gas auch der
Druck durch die anziehende Wechselwirkung der Gasteilchen untereinander.
Betrachten wir ein Gasteilchen A, das mit den Gasteilchen B der Umgebung
eine anziehende Wechselwirkung eingeht. Im Inneren des Mediums heben
sich die Krifte auf A auf, da alle Richtungen gleichberechtigt sind. Liegt das
Gasteilchen A allerdings an der Oberflidche, so entsteht eine Nettokraft, die
das Teilchen nach innen anzieht (siehe Abb. 3.5.1). Dies ist gleichbedeutend
mit einem dufleren Druck. Dieser sog. Binnendruck ist proportional zur An-
zahl der Gasteilchen B und zur Anzahl der Gasteilchen A an der Oberfléche.
Beides skaliert mit der Dichte der Gasteilchen N/V in dem Volumen. Damit
&8t sich der Druck neu formulieren als:

Ni\° a
Preales Gas —» P+ C (VA) =p+ W (3511)

mit einer gasart-abhéngigen Konstante ¢ bzw. a. Das endliche Volumen
und der Binnendruck in einem realen Gas fiithren zur sog. van-der Waals
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Zustandsgleichung eines realen Gases (fiir ein Mol, das ein Molvolumen
Vs einnimmt):

(p n If_ﬁ) (Vag — b) = RT (3.5.12)

Bezieht man alles auf eine Anzahl von n Mol eines Gases in einem Volu-
men V', so bekommt man:

(p i “V_f) (% - b) —RT (3.5.13)

Bei einem realen Gas éndert sich auch die innere Energie, die jetzt zum
Teil durch die Bewegungsenergie aber auch durch die potentielle Energie ge-
geben ist. Komprimiert man das Volumen eines realen Gases, so verringert
sich der Abstand der Gasteilchen. Dadurch verringert sich bei einer attrak-
tiven Wechselwirkung die potentielle Energie. Dieser Betrag 148t sich formal
aus einer Integration der Arbeit pdV ableiten zu:

Vioa a
E,p = —dV = —— 3.5.14
pot /.'o V]\24 VM ( )
Damit wird die gesamte innere Energie zu:
U=Lfrr— (3.5.15)
2 Vi o

Dies hat Folgen fiir die Expansion eines realen Gases im Vergleich zu
einem idealen Gas. Expandiert man ein ideales Gas in Vakuum (freie Expan-
sion) so dndert sich seine Temperatur nicht, da das Gas keine Arbeit leisten
muf. Expandiert man allerdings ein reales Gas in Vakuum (bzw. einem sehr
geringen Druck) so kann es gegen die innere Wechselwirkung Arbeit leisten
und dementsprechend abkiihlen. Betrachten wir eine sog. adiabatische (kein
Ausgleich der Wérme mit der Umgebung) Expansion bei konstantem Druck.
Wir suchen zur Bestimmung des Gleichgewichts das Minimum der Enthalpie.

H=U+pV (3.5.16)

Fiir U setzen wir obigen Ausdruck ein. Die van der Waals-
Zustandsgleichung 16sen wir auf zu:

_ AT e
S Vy—b VE

p (3.5.17)

Damit bekommt man:

291 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



3.5. REALE GASE KAPITEL 3. WARMELEHRE

H=RT (i 4 Y ) 20 (3.5.18)

2 Vy—b) Vy

Nachdem dH = 0 gelten muB, stehen die Anderung der Enthalpie mit
dem Volumen und mit der Temperatur in folgendem Zusammenhang:

dH dH
dH = —=dV + —dT =0 (3.5.19)

Die Ableitungen % und ‘fl—? bestimmen wir aus Gl. 3.5.18 und bekommen:

dI'  bRT —2a
vV (L +1) RV}
Man erkennt dafl fiir 2a > bRT die Temperatur bei Vergroflerung des
Volumens abnimmt. D.h. das Gas kiihlt sich ab, da es gegen den Binnendruck

Arbeit leistet. Dies bezeichnet man als Joule-Thomson-Effekt. Dies gilt
allerdings nur unterhalb der sog. Inversionstemperatur 77:

(3.5.20)

_ 2a
bR

Bei hoheren Temperaturen nimmt bei der Expansion sogar die Tempera-
tur zu!

Ty (3.5.21)

3.5.2 Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht

Die Zustandsgleichung eines realen Gases 3.5.12 ldfit sich in einem pV-
Diagramm darstellen. Man erkennt, daf} fiir sehr hohe Temperaturen die
Form der Kurven fiir konstante Temperatur dhnlich zu den Kurven eines
idealen Gases sind. Bei Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur
Tk durchlaufen die Kurven allerdings Minima und Maxima! Verfolgt man
eine dieser Kurven so bekommt man Bereiche in denen j—"} > () ist. Dies be-
deutet, dal der Druck bei einer Vergriflerung des Volumens zunimmt. Dies
ist unphysikalisch!

Dieser Widerspruch 16st sich auf, wenn man beriicksichtigt, das bei einem
realen Gas Phaseniibergéinge auftreten konnen. Bei einem Phaseniibergang
findet eine Umwandlung von fest nach fliissig nach gasférmig statt. Betrach-
ten wir dazu ein System, das sich bei einer Temperatur 1" < Tk befindet. Bei
einem niedrigen Druck und einem grofien Volumen verhélt sich das System
wie ein ideales Gas. Wenn wir den Punkt A in Abb. 3.5.2 erreichen, folgt
das System nicht mehr der Kurve wie von Gl. 3.5.12 vorgegeben, sondern der
Geraden ABC. Auf dieser Geraden bleibt der Druck konstant und die Ver-
kleinerung des Volumens, fithrt zu einer Phasenumwandlung von gasférmig
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nach flissig. Am Punkt A bilden sich die ersten Tropfchen und an Punkt C
ist fast das ganz Gas in eine Fliissigkeit umgewandelt worden. Nach Punkt C,
steigt der Druck bei einer weiteren Volumenverkleinerung sehr stark an, da
Fliissigkeiten kaum kompressibel sind, d.h. eine kleine Volumenverkleinerung
fithrt zu einer sehr starken Druckerhéhung.

PaA

flussig -
. A\
i N . \
! flissig / gas :
1 \
! \
1 \

Abbildung 3.5.2: Nach der van-der Waals Zustandsgleichung eines rea-
len Gases, findet unterhalb einer kritischen Temperatur Tk eine Phasen-
umwandlung statt. Im Bereich flissig-gasformig findet eine Koexistenz der
fliissigen und der gasférmigen Phase statt.

v

Wie findet man jetzt die Gerade ABC? Dabei hilft folgende Uberlegung:
die Flache unter der Kurve p(V) entspricht der geleisteten Arbeit bei
der Zustandsinderung (wegen AW = —pdV'). Bei den unterschiedlichen
Moglichkeiten fiir eine Zustandsdnderung von A nach C, soll jeweils die glei-
che Arbeit geleistet werden. D.h. die Fldchen unter der Gerade ABC und der
Kurve nach Gl. 3.5.12 miissen gleich sein! Dies entspricht der graphischen
Auftragung in Abb. 3.5.2. Man bezeichnet dies als Maxwell-Konstruktion.

Betrachten wir jetzt ein System, das sich in dem Ubergangsbereich zwi-
schen gasformig und flissig befindet. Betrachten wir das System bei kon-
stanter Temperatur, so stellt sich ein Gleichgewicht ein, bei der die Rate
der Molekiile, die verdampfen, und die Rate der Molekiile, die kondensieren,
gleich ist (sieche Abb. 3.5.3). Den Druck, der sich dann einstellt, bezeichnet
man als Sattigungsdampfdruck pg. Dieser Druck pg steigt mit der Tempe-
ratur an, da auch die Verdampfungsrate ansteigt. Durch den hohen Druck in
dem Behélter und erhoht sich wiederum auch die Rate mit der die Teilchen
wieder auf die Oberflichen treffen (o< Teilchendichte x mittlere Geschwin-
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digkeit) und kondensieren kénnen. Ein neues Gleichgewicht entsteht.

Sattigungs-
,-~~~_ Dampfdruck

©
®

Abbildung 3.5.3: In einem System im Gleichgewicht stellt sich der
Séttigungsdampfdruck ein, bei dem genauso viele Teilchen kondensieren (1)
wie verdunsten (2).

Wie 1a3t sich jetzt diese Abhéngigkeit des Sattigungsdampfdruckes von
der Temperatur ausrechnen? Dazu betrachten wir einen Kreisprozef3 bei dem
Fliissigkeit verdampft und wieder kondensiert, wie in Abb. 3.5.4 illustriert.

Um eine Fliissigkeit mit Volumen V514 bei dem Séttigungsdampfdruck
ps zu verdampfen, muf} die latente Warme AQ; (= Aktivierungsenergie F,.
in Abb. 3.5.4) dem System zugefiihrt werden. Diese wird in Arbeit umge-
wandelt, da sich der Druck ps + dp, und das Volumen Vyjiissig — Viasformig
andert:

AWl = (ps + dpS) (Vflilssig - ‘/;]asfi)'rmig) (3522)

Das Gas wird dann adiabatisch expandiert, wobei sich der Druck wie-
der um dpy erniedrigt und die Temperatur von 7'+ d7T" auf T sinkt. Dann
kondensiert die Fliissigkeit wieder und die Arbeit:

AWQ = Ps (V;]asférmig - Vflfiissig) (3523)
wird von dem System aufgenommen. Insgesamt bekommen wird dann:

AW = AWl + AWQ = (Vflﬁssig - ‘/gasfi)'rmig) dp (3524)

Der Wirkungsgrad dieses Kreisprozesses soll der eines Carnot-Prozesses
sein und man bekommt:
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Abbildung 3.5.4: Die latente Wirme, die aufgebracht werden muf} fiir
einen Phaseniibergang 143t sich aus einem Kreisprozef3 ableiten.

A usstg ~— asforma d Twa’rm -1 a dT
AQI AQI Twarm T

fiir dT" < T'. Daraus bekommt man schliellich die Clausius-Clapeyron-
Gleichung:

dp

AQ =T
¢ dr

(‘/gasféTmig - Vflilssig) (3526)

Aus dieser Gleichung 1a8it sich jetzt der prinzipielle Verlauf von pg(T")
ausrechnen, wie in Abb. 3.5.5 skizziert. Nachdem das gasférmige Volumen
sehr viel grofler ist als das Volumen der Fliissigkeit, bekommt man mit
DsVgasformig = RT', die Gleichung:

1 AQverdampf
—dps = TETPIEN AT 3.5.27
ps RT? (3:5:27)
mit der Losung:
AQyer ampfung
ps(T) = poe” et (3.5.28)

D.h. der Sittigungsdampfdruck steigt exponentiell mit der Temperatur—!

an. Aus der Bestimmung des Séttigungsdampfdruckes bei gegebener Tem-
peratur 148t sich zudem die latente Wéarme berechnen, die fiir den Pha-
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__________________________ Tkl pk

Kondensation

/l/\/erdam pfen

T

Abbildung 3.5.5: Der Sittigungsdampfdruck stellt sich bei einem
Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht ein.

seniibergang notwendig ist. Im folgenden werden einige Beispiel fiir das
Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht diskutiert:

e Sieden von Wasser

Die Dampfdruckkurve wird beim Siedepunkt von Wasser in
Abhéngigkeit vom Luftdruck sichtbar. Bei sehr geringem Druck fin-
det der Phaseniibergang fliissig-gasférmig schon bei sehr viel geringe-
rer Temperatur statt. D.h. im Gebirge siedet das Wasser schon bei
Temperaturen deutlich unter 100°. Im umgekehrten Mafle wird in ei-
nem Dampfkochtopf der Druck erhoht, so daf§ das Garen bei hoheren
Temperaturen stattfinden kann.

e Wettergeschehen

Fiigt man zum Beispiel eine Fliissigkeit in einen evakuierten Behélter
ein, so wird diese solange verdampfen bis der Sattigungsdampfdruck
erreicht ist. Falls man im umgekehrten Sinne ein Gas in einen eva-
kuierten Behélter einfiillt, so wird das Gas solange nicht konden-
sieren, bis der Druck den Séattigungsdampfdruck erreicht hat. Der
Sattigungsdampfdruck von Wasser in der Atmosphire entspricht 100%
Luftfeuchtigkeit. Dieser Wert wird allerdings selten erreicht, da ein Sy-
stem fiir diese Phasenumwandlung sehr lange benétigt, so dall man
beim Wettergeschehen auch Luftfeuchtigkeiten ungleich 100% beob-
achten kann. Erst falls die Luft steht und keine Durchmischung in der
Atmosphére auftritt kommt man den 100% Luftfeuchte nahe (schwiile
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100°C

1 2 3 plbar]

Abbildung 3.5.6: Sieden von Wasser.

Luft). Erniedrigt man zum Beispiel bei 100% Luftfeuchtigkeit die Tem-
peratur, so erniedrigt sich der Sattigungsdampfdruck und Kondensati-
on setzt ein. Es regnet!

e Geysire

Bei einem Geysir wird an dem unteren Ende eines wassergefiillten
Schlotes die Wasserséule erhitzt (siehe Abb. 3.5.7). Durch den hohen
Druck (p;) erwérmt sich das Wasser bis auf iiber 100° bis sich Gasblasen
bilden. Wenn diese Gasblasen in dem engen Schlot emporsteigen, kann
es passieren, daf sie den Druck am unteren Ende der Wassersaule et-
was verringern (p; — po). Durch die Druckerniedrigung kann nun mehr
Wasser den Phaseniibergang schlagartig vollziehen und eine grofle Men-
ge an Dampf wird freigesetzt. Der sich dabei aufbauende Druck fiihrt
zu einem explosionsartigen Ausstoflen der Fliissigkeitsséaule.

3.5.3 Phasendiagramme

Neben dem Phaseniibergang gasformig-flissig, kann mnoch der Pha-
seniibergang  flissig-fest stattfinden. In einem pT-Diagramm kann
mann wieder die einzelnen Bereiche unterscheiden. Die Kurve des
Sattigungsdampfdruckes ps; wird beschrieben durch eine Losung der
Gleichung;:

dps
WT (‘/gasfijrmig — Vflﬁssig) (3529)

Fiir den Phaseniibergang fest-fliissig, dem Schmelzen 148t sich wieder die
Clausius-Clapeyron-Gleichung bemiihen:

AC?Verclampfung =
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Abbildung 3.5.7: Bei einem Geysir fiihrt die Blasenbildung in der Tiefe
zu einem spontanen Druckabfall und damit dem schlagartigen Verdampfen
der Fliissigkeit.

d
AQS’chmelzen = %T (Vfliissig - erst) (3530)

Die latente Wérme und der Volumenunterschied bestimmen geméf3 dieser
Gleichung die Steigung der Kurve pg(T).

Uberlagert man das Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht und das Fest-
Fliissig-Gleichgewicht, so erkennt man drei Bereiche in einem Phasendia-
gramm (Abb. 3.5.8): fest, flissig und gasférmig. Am sogenannten Tripel-
punkt ist die Koexistenz von drei Phasen moglich. Bei Wasser liegt dieser
Punkt bei einem Druck von pr=611.657 Pa und einer Temperatur 7r=273.16
K. Dieser Tripelpunkt ist eindeutig fiir die jeweilige Substanz und eignet
sich zur Eichung von Temperaturmessmethoden. Den Ubergang zwischen
den Phasen fest-flissig (Weg 2 in Abb. 3.5.8) bezeichnet man als Schmel-
zen /Frieren; den Ubergang zwischen den Phasen flissig-gasformig (Weg
3 in Abb. 3.5.8) bezeichnet man als Verdampfen/Verfliissigen; den di-
rekten Ubergang zwischen den Phasen fest-gasformig (Weg 1 in Abb. 3.5.8)
bezeichnet man als Sublimieren/Kondensieren.

Oberhalb einer kritischen Temperatur T}, und einem Druck p, wird die
Substanz iiberkritisch, da eine Unterscheidung zwischen Fliissigkeit und
Gas nicht mehr sinnvoll wird. Am kritischen Punkt selbst bilden sich fort-
laufend Fliissigkeitstropfchen und verschwinden wieder”. Der iiberkritische
Zustand fiir Temperaturen 7' > T} und Driicken p > p vereint die gu-
ten Losungsmitteleigenschaften einer Fliissigkeit mit den guten Transportei-

"Im Experiment wird das Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht intransparent durch die
starke Lichtstreuung an den feinen Tropfchen
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Abbildung 3.5.8: In einem pT-Diagramm lassen sich die Pha-
sen fest-fliissig-gasférmig unterteilen. Die Phaseniibergang (1) ent-
spricht Kondensieren-Sublimieren; (2) Schmelzen-Frieren; (3) Verdampfen-
Verfliissigen.

genschaften von Gasen. Uberkritische Medien werden derzeit in der Che-
mie genutzt, um Reaktionen optimal ablaufen zu lassen bei denen eine
perfekte Durchmischung der Reaktanden wichtig wird. Typisches Beispiel
ist iiberkritisches COsy (pg= 73 atm , T;=304 K), das als ausgezeichne-
tes Losungsmittel dienen kann. So wird z.B. die Entkoffeinierung von Kaf-
fee und die Entnikotinisierung von Tabak mittels iiberkritischem CO, als
Losungsmittel grofitechnisch realisiert.

Phaseniiberginge lassen sich in unterschiedliche Ordnungen einteilen. Bei
einem Phaseniibergang 1. Ordnung beobachtet man eine direkte Un-
stetigkeit der thermodynamischen Potentiale. Beispiel wéren alle Prozes-
se bei denen latente Wiarme aufgewendet werden mufl. Bei einem Pha-
seniibergang 2. Ordnung beobachtet man eine Unstetigkeit erst in der
ersten Ableitung der thermodynamischen Potentiale. Beispiel wéren alle Pro-
zesse bei denen keine latente Wiarme aufgewendet werden muf, bei denen sich
aber die Freiheitsgrade in dem System &dndern (Beispiel Magnetisierung).

Fiir die Zahl der frei wahlbaren Zustandsgrofen (7,p, V) 1afit sich die
sog. Gibbs’sche Phasenregel anwenden. Mit f der Zahl der freien Zu-
standsvariablen und ¢ der Zahl der koexistenten Phasen bekommt man den
Zusammenhang:

f=3—q¢ (3.5.31)
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Abbildung 3.5.9: Phaseniibergang 1. und 2. Ordnung.

Bei einem Gas wire ¢ = 1 und f = 2, d.h. p und T lassen sich zum
Beispiel frei einstellen, und V' ergibt sich aus der Zustandsgleichung. Bei
der Dampfdruckkurve ist ¢ = 2, d.h. fiir gegebene Temperatur gibt es einen
Sattigungsdampfdruck pg, Das Volumen ergibt sich wieder aus der Zustands-
gleichung. Am Tripelpunkt selbst ist ¢ = 3, d.h. f = 0 und alle Zustandsva-
riablen sind festgelegt.

Ein Phasendiagramm betrachtet immer ein System, das sich bei gegebe-
nen duferen Parametern wie Druck, Temperatur, Volumen etc. im Gleichge-
wicht befindet. In der Realitiit erfolgt eine Anderung der duBeren Parameter
allerdings nicht beliebig langsam, so daf} das Erreichen des Gleichgewichts ei-
ne endliche Zeit in Anspruch nehmen kann. Dies soll an folgenden Beispielen
erklart werden:

e Kondensstreifen

Betrachten wir das Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht. Verédndert man
einen dufleren Parameter, der zum Beispiel den Anteil an der fliissigen
Phase erhohen wiirde, so kann dieser Ubergang in der Regel nicht in-
stantan erfolgen. Beispiel wire die Unterkiihlung von Wasserdamptf:
kiihlt man geséttigten Wasserdampf ab, so muf§ sich die fliissige Phase
bilden. Damit sich allerdings neue Fliissigkeitstropfchen bilden, miissen
sich freie Molekiile verbinden. Aus der Betrachtung von Stofiprozes-
sen unter Energie- und Impulserhaltung ist bekannt, dafl eine einfache
Rekombination von zwei Wassermolekiilen nicht méglich ist. Erst ein
Stol von drei StofSpartnern erméglicht die gleichzeitige Erfiillung von
Energie- und Impulserhaltung. Diese Dreier-Sté88e sind allerdings sehr
unwahrscheinlich, so daf§ die Bildung von Fliissigkeitstropfchen eine
lange Zeit in Anspruch nimmt. Die Rate kann sich allerdings stark
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erhohen werden, wenn sog. Kondensationskeime existieren wie z.B.
Staub. Dies erklart die Bildung von Kondensstreifen hinter Flugzeu-
gen, die immer dann in grofler Hohe auftreten, wenn sich feuchte, un-
terkiihlte Luft in der Atmosphére befindet. Die Ruflpartikel in den
Flugzeugabgasen wirken dann wie Kondensationskeime.

e Blitzeis

Die endlichen Zeitraume fiir das Ablaufen eines Phaseniibergangs wird
auch beim sog. Blitzeis sichtbar: in der Atmosphére kann unterkiihltes
Wasser entstehen, das keine Zeit hatte, um zu Eis oder Hagel zu kon-
densieren. Trifft ein solch unterkiihlter Wassertropfen auf den Boden, so
bildet sich sofort Eis, da die Bodenoberflache geniigend Kondensations-
keime zur Verfiigung stellt. Der Boden mufl dabei nicht gefroren sein,
da das Wasser selbst schon eine Temperatur unter Null Grad besitzt.

e Nebelkammer

In der Teilchenphysik verwendet man auch Detektoren, die nach die-
sem Prinzip funktionieren. Hierbei wird ein Volumen schnell variiert in
dem sich Alkoholdampf bei Sattigungsdampfdruck befindet. Bei Ver-
kleinerung des Volumens erhcht man den Anteil an fliissiger Phase.
Allerdings kann dieser Vorgang nicht beliebig schnell erfolgen. In dem
pV-Diagramm folgt man deshalb der Isothermen, wie in Abb. 3.5.10
gezeigt. Lauft nun ein Elementarteilchen durch dieses Gasvolumen, so
ionisiert es die Gasmolekiile und hinterlésst eine Spur an Ladungs-
tragern. Diese Ladungstrager wirken wie Kondensationskeime und die
Spur wird als Kondensstreifen sichtbar.

Bei schnellen Anderung der #uferen Parameter kann man somit
Fliissigkeiten und Gase unterkiihlen (supercooling) oder iiberhitzen
(superheating). Das Einbringen von einem einzigen Kondensationskeim
1aBt allerdings die Phasenumwandlung spontan und sehr schnell ein-
setzen. D.h. eine unterkiihlte Fliissigkeit gefriert schlagartig bzw. eine
iiberhitzte Fliissigkeit verdampft schlagartig. Solche Systeme besitzen ein
hohes Gefdahrdungspotential in der Technik.

Losungsmittel

Im folgenden wollen wir ein Medium als Losungsmittel betrachten in das
eine andere Substanz (z.B. ein Salz) eingebracht wird. Dabei sinkt in der
Regel der Dampfdruck um einen Betrag Ap,, da bei einer Desorption von
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Abbildung 3.5.10: Bei schnellen Anderungen, kann das System einer Pha-
senédnderung nicht mehr instantan folgen. Es entsteht z.B. dibersdttigter Was-
serdampf.

Fliissigkeitsteilchen auch die anziehende Wechselwirkung der gelésten Sub-
stanz iiberwunden werden muf. Fiir die Anderung des Dampfdrucks findet
sich ein empirisches Gesetz der Form:
AP __ M ™ (3.5.32)
Ds no + 1y No
fiir ny < ng mit ny der Molzahl der gelésten Substanz und ng der Molzahl
des Losungsmittels. Wie dndern sich nun die anderen Zustandsvariablen?
Betrachten wir dazu wieder die Clausius-Clapeyron -Gleichung.

dps
AQ = dzﬂT (VDampf - VF[ﬁssigkeit) (3533)
mit Vpampr > VEvissigkeir und Vyy = };? bekommen wir:
dps 1

AQ = de RTQP— (3.5.34)
bzw.

A 1

RTC?? dl = p—dps (3.5.35)

Wir integrieren iiber den Temperaturunterschied AT und den Druckun-
terschied Ap, und bekommen:
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T+AT AQ ps+Aps 1
S T = —dps 3.5.36
/T RT? /p P (3.5.36)
AQ 1 1 B B Ap,
R |:_T + AT + f:| - ln(ps + Aps) - lnps =1In (1 + D ) (3537)

Nahern wir diese Gleichung fiir AT < T und Ap,; < ps bekommt man:

B RT? Ap,
AQ ps

An dieser Stelle werden nur die Betrdge der Temperatur- und
Druckdnderungen betrachtet, da die Vorzeichen von der Richtung der
Integration in GIl. 3.5.36 abhéingen. Im allgemeinen verschiebt sich die
Dampfséttigungskurve im Phasendiagramm nach unten durch die Dampf-
druckerniedrigung, wie in Abb. 3.5.11 gezeigt ist. Eine Zugabe des Salzes
in ein Losungsmittel fiithrt gleichzeitig zu einer Erniedrigung des Dampf-
druckes und bei konstanten Druck zu einer Erh6hung des Siedepunktes, d.h.
die Fliissigkeit inkl. Salz siedet bei einer hheren Temperatur.

AT

(3.5.38)

Dampfdruck-

erniedrigung H,O+NacCl
4 2

________________

Siedepunktserh6hung

T

Abbildung 3.5.11: Die Zugabe eines Stoffes (z.B. Salz) in ein
Losungsmittel fithrt zu einer Erniedrigung des Dampfdruckes und zu einer
Erhohung der Siedetemperatur.

Mit dem empirischen Zusammenhang 3.5.32 zwischen p, und der Kon-
zentration der gelosten Substanz ergibt sich fiir den Betrag der Tempera-
turénderung n; < ngy das sog. Raoult’sche Gesetz:
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- RT2 1

AT =RGn,

(3.5.39)

D.h. die Zugabe eines Losungsmittel erniedrigt sich  der
Sattigungsdampfdruck geméafl Gl 3.5.32 und die Kurve in Abb. 3.54
verschiebt sich entsprechend nach unten. Im gleichen Zuge erhoht sich die
Siedetemperatur gemafl Gl. 3.5.39.

Betrachten wir im folgenden das Beispiel der Mischung von zwei Sub-
stanzen 1 und 2 mit unterschiedlichen Sattigungsdampfdriicken der reinen
Phasen p;p und pso. In der Mischung stellt sich ein Gesamtdruck p ein, der
sich aus der Summe der sogenannten Partialdriicke ergibt:

P =Dp1+ D2 (3.5.40)

Nach dem Raoult’schen Gesetz gilt fiir die Anderung des Druckes in
Abhéngigkeit von den Teilchendichten n; und ny der beiden Substanzen.

A A
U N Pr_ ™ g, (3.5.41)
D10 ny =+ ng D20 ny + ng

mit z; und x, den jeweiligen Konzentrationen, fiir die gilt xy + 2, = 1.
Mit

Apy _ P1 —DP1o Apy _ P2 — D20

P10 P10 P20 D20
bekommt man schliefllich die Abhéangigkeit:
p=p1+p2=p20+ 1 (P10 — P20) (3.5.43)

Man erkennt, dafl der Sattigungsdampfdruck p in der Mischung linear zwi-
schen py o und p; o variiert, wenn man die Konzentration x; laufend erhoht.
Dies ist in Abb. 3.5.12 dargestellt.

Das chemische Potential

Bislang hatten wir beim ersten Hauptsatz der Warmelehre zunéchst nur die
Anderung der inneren Energie durch die Zufuhr von Wiarme und Arbeit be-
trachtet. Wenn wir zusétzlich annehmen, dafl wir von aulen neue Teilchen
hinzufiigen konnen, so dndert sich im selben Mafle auch die innere Energie.
Fiir dieses Hinzufiigen von Teilchen mufl jedoch eine gewisse Energiemenge
aufgebracht werden, da die Teilchen in dem Gas zum Beispiel eine mittlere
Geschwindigkeit haben, auf die ein Teilchen zunéchst beschleunigt werden
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Abbildung 3.5.12: Séittigungsdampfdruck p in einer Mischung aus zwei
Komponenten 1 und 2 mit Konzentration x1 bzw. o =1 — x7.

muf. Die notwendige Energie bezeichnet man als chemisches Potential .
Wir kénnen den ersten Hauptsatz somit erweitern zu:

dU = dQ — pdV + pdN (3.5.44)

D.h. d&ndern wir die Teilchenzahl um einen Betrag d/N so erhoht sich die
innere Energie um einen Betrag udN. Dieser erste Hauptsatz 148t sich auch
verallgemeinern fiir ein System mit j = 1..n Komponenten, die jeweils ihr
eigenes chemisches Potential 1; besitzen:

dU = dQ — pdV + Y _ i;dN; (3.5.45)
J

Das chemische Potential einer Komponente héngt von den Zustands-
grofen ab, die fiir das System gelten. Dies sind die Temperatur 7" und der
Anteil am Gesamtdruck p, den eine einzelnen Komponente beitragt. Fiir n
Komponenten bekommen wir einen Gesamtdruck p aus der Summe der sog.
Partialdriicke p; mit:

P=>_p; (3.5.46)
J

Wie ist jetzt die Abhéngigkeit u;(T,p;)? Neben dem ersten Hauptsatz
gilt fiir die innere Energie als thermodynamischem Potential auch allgemein
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(nur 1 Komponente mir Potential p):

U=TS —pV 4+ uN (3.5.47)
Bilden wir das totale Differential so bekommen wir:

dU = TdS + SdT — pdV — Vdp + udN + duN (3.5.48)

Nachdem beide Gleichungen 3.5.44 und 3.5.48 gelten sollen, kénnen wir
auch 3.5.44 in 3.5.48 einsetzen und bekommen eine abgeleitete Beziehung:

0=SdT" — Vdp+ Ndpu (3.5.49)

Dies bezeichnet man als Gibbs-Duhem-Gleichung. Sie beschreibt den
Zusammenhang zwischen den Zustandsgroflen 7', p und p einer Komponen-
te in dem System. Im folgenden wollen wir die Anwendung des chemische
Potentials an zwei Beispielen illustrieren:

e Nukleation, T=const., V=const.

Wir betrachten ein Gas-Fliissigkeits-Gleichgewicht bei dem eine Tem-
peratur 7" und ein Druck p von aulen vorgegeben sind. In Abhéngigkeit
von diesem Druck p kann die Bildung von Fliissigkeitstropfchen ein-
setzen, man spricht von Nukleation. Fiir ein System mit gegebenem
Druck und Temperatur ist die freie Enthalpie G die richtige Formulie-
rung des ersten Hauptsatzes:

G=U-+pV—TS (3.5.50)

Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung 3.5.47, so erkennt
man sofort, dafl gilt:

G=U+pV -TS=uN (3.5.51)

D.h. die freie Enthalpie ist identisch mit dem Produkt pu/N. Hat man
mehrere Phasen oder unterschiedliche Gasmolekiile in einem System
vorliegen, so besitzt jeder Bestandteil sein eigenes chemisches Potential
und man bekommt im allgemeinen fiir ein System mit n Komponenten

(Index j):

G=> uN; (3.5.52)
j=1
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In Analogie zum ersten Hauptsatz gilt

dG = j1;dN; =0 (3.5.53)

=1

Im Fliissigkeits-Dampf-Gleichgewicht bei dem Séttigungsdampfdruck
po haben wir zum Beispiel:

MFliissigkeitdNFliissigk;eit + ,uDampf dNDampf =0 (3 D. 54)

Im Gleichgewicht mufl die Zahl der kondensierenden und der ver-
dampfenden Teilchen pro Zeit gleich sein, d.h. es gilt dNpjissigkeit =
—dNpamps. Damit gilt:

HFlissigkeit — HDampf (3555)

D.h. befindet sich ein System im Gleichgewicht, so haben sich die che-
mischen Potentiale der unterschiedlichen Phasen fiir eine bestimmte
Komponente aneinander angeglichen.

Bei der Nukleation betrachten wir jetzt eine Reaktion von N Gasteil-
chen, die als neues Fliissigkeitstropfchen kondensieren sollen. Fiir diesen
Ubergang gilt:

AG = GFlijssigkeit - GDampf = _A,MN (3556)

Dieser Vorgang kann nur stattfinden, wenn sich das chemische Poten-
tial der Gasteilchen von dem der Fliissigkeit unterscheidet (Ap = 0)!
Dies kann man erzielen, wenn man den Druck der Gasphase gegeniiber
dem Sattigungsdampfdruck erhoht, wodurch sich das chemische Poten-
tial der Gasteilchen auch verschiebt. Jetzt ist das chemische Potential
der Fliissigkeitsteilchen kleiner und der Vorgang der Kondensation er-
niedrigt die Energie in dem System um (figas — Mriissigkeit) N -

Fiir die Berechnung der Druckabhéngigkeit des chemischen Potentials
gehen wir wieder von der Gibbs-Duhem Beziehung fiir 7" =const. aus:

1
du=—Vd 3.5.57
p=Vp ( )

D.h. wenn wir den Druck von py — p dndern, bekommen wir eine
Anderung des chemischen Potentials von:
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1 Pl 1
Ap = —Vidp = —NkgT—dp = kgT In
o N o NV p

P

3.5.58
po (3.5.58)

D.h. mit steigendem Druck steigt auch das chemische Potential in einem
gegebenen Gasvolumen.

AG

oc I'? (Oberflache)

AG

4----=-=-=-=-=

3
o€ —I'" (volumen)

>
S
~N

Abbildung 3.5.13: Anderung der freien Enthalpie AG bei der Nukleation
von Tropfchen in der Gasphase. Erst ab einem kritischen Radius r,.;+ bleiben
die Tropfchen stabil.

Bei der Bildung von Tropfchen wird jedoch eine Fliissigkeit-Gas Grenz-
flache geschaffen, wobei die Oberflichenenergie Epp aufgebracht wer-
den muf. Dies ist ein zusétzlicher Beitrag bei der Energiebilanz und
wir bekommen fiir die Bildung eines Tropfchens eine Energieinderung:

AG = —AuN + AEop (3.5.59)

Mit A der Oberfliche des Tropfchens. Die Anzahl der Teilchen im Vo-
lumen skaliert mit dem Trépfchenradius r3, wihrend die Oberfliche
des Tropfchens mit 72 skaliert. Trigt man die Anderung der Enthalpie
AG in Abhéngigkeit vom Tropfchenradius auf, so bekommt man eine
Abhéngigkeit wie in Abb. 3.5.13 gezeigt.

Man erkennt, dafl unterhalb eines kritischen Radius ry,;;, die Enthal-
pie bei Vergréferung des Tropfchens zunimmt, d.h. die Reaktion der
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Bildung eines Tropfchens kann nicht ablaufen, weil der Endzustand
nicht energetisch giinstiger ist. Erst bei grofieren Tropfchen wird die
Anderung der Enthalpie negativ und die Reaktion kann ablaufen. Der
kritische Radius ist klein und oftmals von der Gréflenordnung meh-
rerer Molekiildurchmesser. D.h. falls sich ein neues grofieres Molekiil
bei Dreier-Sto3-Rekombinationen bildet, kann das weitere Wachstum
dieses Tropfchens ungehindert fortschreiten, da jetzt AG immer nega-
tiv bleibt. Nachdem Dreier-Stof-Rekombinationen® selten vorkommen
verstreicht eine gewisse Zeitspanne in dem iiberséttigten Dampf bevor
die Nukleation einsetzt.

Die absolute Grofe des kritischen Radius 7, hdngt von der Anderung
des chemischen Potentials Ap ab, wobei ein kleiner Wert fiir r,.;;. eine
grofe Anderung von Ap bedingt. D.h. iibersittigt man den Dampf
am Anfang sehr stark (p > py), so sinkt der kritische Radius und die
Nukleation setzt schneller ein.

e Chemische Reaktionen

Bei der Ableitung des chemischen Potentials hatten wir die Enthalpie
definiert als:

G=> wh; (3.5.60)
i=1

Betrachten wir jetzt eine chemische Reaktion fiir eine Reihe von Eduk-
ten A zu einer Reihe von Produkten B. Diese liegen in entsprechen-
der Anzahl von Molen a und b vor. Fiir eine chemische Reaktion im
Gleichgewicht gilt gem&fl der Stochiometrie:

CllAl + CZQAQ + ...+ ClnAn = blBl + bgBQ + ...+ ann (3561)

Im Gleichgewicht muf} gelten:

dG = ji;dN; =0 (3.5.62)

J=1

Lauft jetzt eine chemische Reaktion ab, so verringert sich die Anzahl der
Edukte und es erhoht sich die Anzahl der Produkte entsprechend ihrem

8Nur bei Dreier-Stof-Rekombinationen lassen sich gleichzeitig Energie- und Impulser-
haltung erfiillen.
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stochiometrischem Gewicht. Die Anderungen der Teilchenzahlen dN;
konnen wir mir dN; = a; N alle auf eine gleiche Anzahl N beziehen und
bekommen fiir die Summe aller Reaktanden multipliziert mit derem
chemischem Potential:

dG = = pia;N + Y ;N =0 (3.5.63)
i=1 j=1

D.h. es gilt:

> pai =Y pib; (3.5.64)
i=1 j=1

Bei der chemischen Reaktion &ndert sich der Partialdruck der einzelnen
Spezies und damit deren chemisches Potential. Uns interessiert jetzt die
Abhéngigkeit des chemischen Potentials von der Temperatur und dem
Partialdruck p;. Fiir das chemische Potential hatten wir:

N

J

1 V
J

Fiir die Entropie S; benutzen wir Gl. 3.4.65 mit S; = Sy + AS(T, p;)

sN,;T

sowie V = & und bekommen als Anderung des chemischen Poten-

tials, bezogen auf den Ausgangszustand Ty und po:

T Pi fpT
Ty po D
T T\ 5/2
_ / S, +In (-) (12) AT
T Ty Dj
Pi kpT
+ B dp; (3.5.67)
—ap;
po  Dj

Mit [Inzdx = xlnz — 2z und einer entsprechenden Definition von Sy
bekommen wir als einfachen Ausdruck fiir die Anderung des chemischen
Potentials einer Komponente Ayu;(7', p;) bezogen auf den Ausgangszu-
stand bei T und py:
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N

Fiir T' = Ty ist dieser Ausdruck identisch zu Gl. 3.5.58. Wenn wir diesen
Ausdruck in Gl. 3.5.64 einsetzen, so bekommen wir

(@) G -3en[E) ()] oo

Diese Summation 1af3t sich anders sortieren zu:

Api(T, pj) = —kgT'In

Zai In (£>5/2+Zln (@)ai = Zbiln (£>5/2+Zln (@)bj
T i pi j T j Pj

- 0 0
)

(3.5.70)
Beziehungsweise:
p() al Po a2 Db b1 Do ba B T 5/2(b1+b2+...—a1—a2...
In||{— — T — =In|—
Pia P2a Po Po To
(3.5.71)

Wenn wir die Konzentration einer Komponente A; als x1, bezeichnen,
gemaf 22 = x,,, ergibt sich der Zusammenhang:
Po ’

b1 ,.ba
L1t _ pe(r) (3.5.72)

ay .ao
TigTon ...

Dies bezeichnet man als Massenwirkungsgesetz der Chemie. D.h. die
Konzentrationen der Edukte und Produkte stehen im Gleichgewicht
in einem festen Verhéltnis zueinander, das nur von der Temperatur
abhéngt.

3.5.4 Wasser

Wasser ist bestimmend fiir viele Vorgéinge der Biologie und der Atmosphére.
Dies begriindet sich durch ein Reihe von auflerordentlichen Eigenschaften,
wie ungewoOhnlichen Schmelz- und Siedepunkten, der Dichte-Erniedrigung
beim Frieren und seinen guten Eigenschaften als Losungsmittel. Dies sei im
folgenden erlautert.

31 1 © A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



3.5. REALE GASE KAPITEL 3. WARMELEHRE

Anomalien

Wasser besitzt insgesamt 63 Anomalien, die es von chemisch gleichwertigen
Fliissigkeiten wie HyS, HyTe, HoSe und HyoPo abgrenzt. Im folgenden seien
einige der wichtigsten genannt:

e Dichte nimmt beim Frieren ab

Beim Frieren von Wasser nimmt dessen Dichte ab! Aus diesem Grund
schwimmt gefrorenes Wasser (=Eis) an der Oberfliche. Im Vergleich
dazu sinkt zum Beispiel ein hartes Stiick Kerzenwachs in fliissigem
Kerzenwachs zu Boden. Falls Eis nicht schwimmen wiirde, wiirden die
Meere iiber kurz oder lang bis zum Grund durchfrieren!

e Wasser hat die grofite Dichte bei +4°C

Wasser besitzt seine gréfite Dichte bei +4°C. Damit ist die Temperatur
in den Tiefen der Weltmeere immer bei diesem Wert und das Wasser
kann dort nicht frieren!

e Wasser hat ungewohnlich hohe Schmelz- und Siedepunkte

Vergleicht man die Reihe der chemisch gleichwertigen Hydrate H5O,
H,S, HyTe, HySe und HyPo so sind die Schmelz- und Siedepunkte von
Wasser ungefihr 100°C hoher als erwartet, wie es in Abb. 3.5.14 illu-
striert ist.

T[K]
373t (MO
Sieden
H.,O
273+ : Schmelzen
X /I-Tz'l'e/HZ‘PO
| H,Se
2007 -

Masse

Abbildung 3.5.14: Schmelzpunkte und Siedepunkte von HoO, HsS, HoTe,
HsSe und HyPo.

e Wasser hat eine auflergewdhnliche hohe spezifische
Wiarmekapazitit
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Wasser hat eine sehr hohe spezifische Warmekapazitét im Bereich zwi-
schen 0°C und 40°C? mit einem Minimum bei 311 K, wie in Abb. 3.5.15
illustriert. Durch diese hohe Warmekapazitéit konnen die Weltmeere als
gute Energiespeicher in der Atmosphére dienen.

C

p

273 311 T[K]

Abbildung 3.5.15: Spezifische Warme von Wasser bei konstantem
Druck. Insbesondere im Bereich zwischen 273 und 311 K ist die spe-
zifische Wiarmekapazitdt um ein Vielfaches hoher als bei vergleichbaren
Fliissigkeiten.

e Warmes Wasser friert schneller als kaltes

Kiihlt man Wasser bei konstanter Temperatur ab, so friert warmes Was-
ser schneller als kaltes (Mpemba-Effekt). Bis zum Vorgang des Frierens
wird kaltes Wasser stéirker unterkiihlt als warmes Wasser und braucht
damit ldnger bis Kristallisation einsetzt. Dies ist in Abb. 3.5.16 veran-
schaulicht.

e Wasser ist exzellentes Losungsmittel
Sehr viele polare Substanzen lassen sich in Wasser 16sen.
Die Eigenschaften von Wasser lassen sich wieder in einem Phasendia-

gramm ausdriicken (siehe Abb. 3.5.17). Im Unterschied zu anderen Substan-
zen wird die Steigung fiir die Schmelzkurve wegen dem negativen Vorzeichen

9Am Gefrierpunkt selbst, mufl C, = % gegen unendlich gehen, da bei einem Pha-
seniibergang 1. Ordnung Energie in latente Warme aber nicht in Temperaturerhchung
umgesetzt wird.
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—6°C

Frieren

|l
NS

Abbildung 3.5.16: Setzt man Wasser einem Kiltebad von unter 0° Grad
aus, so gefriert warmes Wasser schneller als kaltes Wasser. Beim Vorgang
des Frierens wird kaltes Wasser stidrker unterkiihlt als warmes Wasser.

des Terms (Vissig — Vyest) negativ. Dies ist im Unterschied z.B. zu CO,, bei
dem das Volumen beim Schmelzen zunimmt.

Mikroskopische Struktur

Alle Anomalien des Wassers lassen sich durch dessen mikroskopische Struktur
erklaren. Ein Wassermolekiil HyO hat die Struktur eines Tetraeders, wobei
zwei Ecken durch die Wasserstoffatome und zwei Ecken durch die ungebunde-
nen Elektronenpaare des Sauerstoffatoms gegeben sind. Zwischen den Was-
serstoffatomen und den ungebundenen Elektronenpaaren eines benachbarten
Wassermolekiils kann eine Wasserstoff-Briickenbindung ausgebildet wer-
den. Quantenmechanische Rechnungen zeigen, daf§ der Abstand zwischen den
Sauerstoffatomen in einem Wasserdimer (zwei benachbarte HoO-Molekiile)
ca. 2.9 A ist (siche Abb. 3.5.18). Dieser Abstand kann sich verkiirzen, wenn
mehrere Wassermolekiile zusammen kommen und sich ein dreidimensionales
Netzwerk aus Tetraedern formt. Man kann folgende Strukturen unterschei-
den:

o Gasformiges Wasser, Dampf

In der Gasphase bilden sich als stabilste Formen in der Regel 6er Rin-
ge von Wassermolekiilen, vergleichbar zum Benzol in der organischen
Chemie (siehe Abb. 3.5.18). Von diesen 6er-Ringen existieren mehrere
Formen.
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_________________________ Tkl pk

flussig

fest

gasformig

Abbildung 3.5.17: Phasendiagramm von Wasser mit der kritischen Tem-
peratur T; und Druck pg. Insbesondere die negative Steigung der Schmelz-
kurve ist einzigartig bei der Substanz Wasser.

e Fliissiges Wasser

In flisssigem Wasser sind die Wassermolekiile durch zahlreiche
Wasserstoff-Briickenbindungen miteinander verbunden, die allerdings
schnell alternieren. Im Mittel besitzt ein Wassermolekiil ungefahr 5
nachste Nachbarn. Als groflere Strukturen beobachte man im Gleich-
gewicht die Bildung von Icosaedern.

e Festes Wasser, Eis

In festem Wasser bildet sich ein Wasserstoff-Briicken-Netzwerk, bei dem
jedes Wassermolekiil genau 4 Nachbarn hat. In Analogie zum Kohlen-
stoff gibt es hexagonal (wie Graphit bei Kohlenstoff) oder tetraedrisch
(wie Diamant bei Kohlenstoff) geordnetes Eis. Bei einer Variation von
Druck und Temperatur durchléduft Eis insgesamt 15 (!) Kristallstruk-
turen, die sich durch unterschiedliche Packungsdichten auszeichnen.

Diese Mikrostruktur erlaubt es alle Anomalien von Wasser zu erkléren: (i)
im fliissigen Zustand hat ein Wassermolekiil im Mittel 5 Nachbarn, wahrend
es im festen Zustand genau 4 Nachbarn hat. Dadurch nimmt die Dichte ab;
(ii) im selben Mafle wird seine Dichte bei +4°C maximal. Die hohen Schmelz-
und Siedepunkte werden dadurch erklért, daf§ die zugefiihrte Wérme kom-
plexe Wasserstoff-Briicken-Netzwerke aufbrechen muf}, bevor ein Schmelzen
bzw. ein Verdampfen eintreten kann; (iii) warmes Wasser gefriert schneller,
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/ H
/\57 ’,\570 /
o _ O
7N gy
H Hs H 2,97 A
H H
O----HO,
HQ OH
H, /
‘OH----0
H H

Abbildung 3.5.18: Ein Wassermolekiil bildet einen Tetraeder. Durch die
Ladungsverschiebung §7 und §~ kénnen sich schwache Bindung zwischen
zwei Wassermolekiilen ausbilden, die sog. Wasserstoffbriickenbindungen.
Dies fiihrt zur Bildung von ausgedehnten Wasserstoff-Briicken-Netzwerken,
mit einem 6er Ring als einfachstem Beispiel.

da die Wassermolekiile im warmen Wasser zunédchst ungeordnet vorliegen und
sich damit schnell in das hexagonale Gitter beim Frieren umordnen kénnen.
Bei kaltem Wasser hingegen haben sich in grofler Zahl Icosaeder gebildet, die
zunichst aufgelost werden miissen, bevor sich die hexagonale Struktur des
Wasserseises einstellen kann; (iv) je nach polarer Substanz kénnen sich un-
terschiedliche Wasserstoff-Briicken-Netzwerk bilden, die das polare Molekiil
umschlielen und es so wasserlslich machen.

Eine lange Debatte (seit 1850 bis heute) entspannte sich um die Tatsache,
da man auf Eis Schlittschuhfahren kann. Die dlteste These war diejenige,
daB durch die negative Steigung der Schmelzkurve (sieche Abb. 3.5.14) eine
Druckerhohung zum Schmelzen von Eis fiihrt. Ein Schlittschuhfahrer gleitet
dann nahezu reibungslos auf einem diinnen Wasserfilm.

Betrachtet man dieses Argument allerdings quantitativ, so kann ein
Schlittschuhfahrer wegen seiner sehr schmalen Schlittschuhkufen maximal
einen Druck von ca. 500 Atmosphéren auf das Eis ausiiben. Bei diesem Druck
schmilzt das Eis schon bei -3.5°C. Die Erfahrung zeigt jedoch, da} Schlitt-
schuhfahren bei sehr viel tieferen Temperaturen noch moglich ist. Bis ca. -
33°C kann man Schlittschuhfahren, und erst bei -46°C gleicht das Gleiten auf
Schnee und Eis eher dem Gleiten auf Sand wie man seit der Siidpolexpedition
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von Robert Scott weifl. Nach dem Phasendiagramm, kann Eis auch bei tiefe-
ren Temperaturen durch Druck schmelzen. Allerdings ist das Minimum bei
-22°C und man benoétigt dann einen Druck von ca. 5000 Atmosphéren!

Dieses Rétsel hat sich erst in den letzten Jahren aufgelost. Durch eine mi-
kroskopische Analyse hat man festgestellt, dafl auf einer Eisoberfliche immer
ein Fliissigkeitsfilm existiert: an der Grenzflache Eis-Luft bewirkt das Fehlen
von benachbarten Wassermolekiilen, daf3 die vierfach koordinierte Struktur
des Eises instabil wird. Es findet eine sog. Rekonstruktion der Oberflache
statt, die knapp unterhalb der Schmelztemperatur an der Bildung eines
diinnen Fliissigkeitsfilms sichtbar wird. Dieses Phdnomen beobachtet man
generell bei vielen Festkorperoberflichen kurz unterhalb ihres Schmelzpunk-
tes.

Nahe unter dem Gefrierpunkt ist dieser Fliissigkeitsfilm ungefihr 100
nm dick, wird dann mit sinkender Temperatur schnell diinner bevor er bei
—33°C ganz verschwindet! Dieses Verhalten kann man in sog. Regelations-
Experimenten beobachten. Hierbei wird ein Draht um einen Eisblock gelegt
und dann mit einem Gewicht beschwert, wie in Abb. 3.5.19 illustriert. An der
Grenzfliche zwischen Draht und Eis bildet sich fortlaufend ein Wasserfilm,
durch den dieser langsam nach unten sinkt. Hinter dem Draht verschwindet
die Grenzfliche und das Eis friert wieder zusammen. Der Draht bewegt sich
also langsam durch den Eisblock, wobei dieser intakt bleibt. Die Geschwindig-
keit des Drahtes hangt von der Dicke des Wasserfilms an der Grenzflache ab.
Nahe bei Null Grad bewegt sich der Draht sehr viel schneller als bei sehr tie-
fen Temperaturen. Dies ist eine eindrucksvolle Bestéitigung der Abhéngigkeit
der Dicke des Wasserfilms von der Temperatur.

N
N

mg

Abbildung 3.5.19: Regelation von Eis: Ein Draht schmilzt durch einen
Eisblock hindurch da sich an der Grenzfliche Draht-Eis immer ein
Fliissigkeitsfilm bildet.
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Wasser und Losungsmittel

Die besondere Form des Phasendiagramms von Wasser hat signifikante Fol-
gen bei der Mischung von Wasser und einer gelosten anderen Substanz
wie zum Beispiel Salz. Durch die Anwesenheit von Losungsmittel-Molekiilen
erhoht sich die latente Wirme, die fiir einen Phaseniibergang zugefiihrt wer-
den muf}, da auch die anziehende Wirkung dieser Losungsmittelmolekiile
itberwunden werden muf}! Insgesamt entsteht eine Verschiebung der
Dampfdruck- und Schmelzdruckkurven, wie in Abb. 3.5.20 illustriert. D.h.
der Sattigungsdampfdruck erniedrigt sich bzw. der Siedepunkt erhdéht sich:
gesalzenes Wasser kocht bei hoheren Temperaturen. Durch diese Anomalie
des Wassers erniedrigt sich aber auch zusétzlich die Schmelztemperatur, da

die Schmelzdruckkurve eine negative Steigung hat! Aus diesem Grund laft
sich Eis durch die Zugabe von Salz auftauen.

\ Schmelzpunkt-
\‘ erniedrigung )/

v

Abbildung 3.5.20: Durch die Zugabe eines Losungsmittel zu Wasser
erhoht sich die latente Wirme fiir eine Verdunstung, da jetzt auch Arbeit
gegen die anziehende Wirkung der Lésungsmittelmolekiile geleistet wird.
Dies fiihrt zu einer Verschiebung der Kurven. Als Folge bekommt man bei
Wasser eine Siedepunktserhchung und eine Schmelzpunkt-Erniedrigung.
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Anhang A

Formelsammlung

Impuls

2. Newton’sche Axiom, Translation
Arbeit

Leistung

kinetische Energie

Gravitationskraft, allgemein
7 ist Einheitsvektor

potentielle Energie,
Gravitation Erdoberflache

potentielle Energie,
Gravitation allgemein

Zusammenhang Kraft, potentielle Energie

Winkelgeschwindigkeit
Bahngeschwindigkeit

Zentripetalbeschleunigung
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[ dp
F=G
W = deF
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P= %
Erin = %mvz
Fo = —G™327¢
Eyor = mgh
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Epot = —G™12

F = —grad Epo

— dp

W=
T=W0XT
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ANHANG A. FORMELSAMMLUNG

~v-Faktor, spez. Rel. v = 11 =

=2
Lorentztrafo Ort, v in x-Richtung ' =y(x —vt)
Lorentztrafo Zeit, v in x-Richtung =~ (t — g—g)
Drehimpuls eines Massenpunktes L=mfx{d
Drehmoment D=7xF
Trigheitsmoment, Dichte p L= [ orumen T1PAV
Drehimpuls, feste Achse L=1&
I Hohlzylinder, Radius R, Masse M I =MR?
I Vollzylinder, Radius R, Masse M I =3iMR?
I Kugel, Radius R, Masse M I=2MR?
Steiner’sche Satz I = Ischwerpunkt + a* M
2. Newton’sche Axiom, Rotation D= %
kinetische Energie, Rotation E., = %I w?
Hook’sches Gesetz, Dehnung und Stauchung | 0 = Fe
Hook’sches Gesetz, Verscherung T=Gv
Querkontraktion, u Poissonzahl €y = €, = —[l€y
MassenfluBdichte j=pv[gm~?s7]
TeilchenfluBdichte j=nv[ms|
Teilchenerhaltung, Stromung J1A1 = ja Ay
Energieerhaltung, Bernoulli-Gleichung P+ %plv% + p1ghy = p2 + %pw% + pagho
Gesetz von Hagen-Poiseuille V _ rR'Ap
Rohr mir Radius R und Lange L ¢ 8nL
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Reynoldszahl

Harmonischer Oszillator

Eigenfrequenz Feder
¢ Federkonstante, m Masse

Eigenfrequenz Pendel
| Lange

Gedampfter Oszillator

Wellenlénge
f Frequenz, w Kreisfrequenz

Wellenzahl

Wellengleichung
x Amplitude, z Ausbreitungsrichtung

Phasengeschwindigkeit
Gruppengeschwindigkeit

Amplitude einer Welle
Ort 7, Zeit t und Phase ¢

Dopplereffekt bewegte Quelle
Quelle ndhert/entfernt sich

Dopplereffekt bewegter Beobachter
Beobachter nihert/entfernt sich

WReibung

d2
2 +wiz =0

Wy = m

_ g
Wy — 1

2.'1: X
T2 42y 4 W2r =0

27 1
A= > UPhase = T'UPhase

_2n
k= A
&Pz 2d%
dt2 dz?
w
UPhase = %

_ dw
VGruppe = dk

z = Acos(wt — k7 + ¢)

f:fow

UPhase

f — fO (1 j: UBeobachter)

VUPhase
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allgemeine Gasgleichung pV = NkgT
spezifische Wérme c B
Masse des Korpers M AQ =cMAT
innere Energie eines idealen Gases 1
f Freiheitsgrade U=3/NksT
spezifische Warmekapazitiat von 1 Mol Cv=1fR

— 2

eines idealen Gases V=const.

spezifische Warmekapazitéit von 1 Mol
eines idealen Gases p=const.

Adiabatenkoeffizient V= C—S = %
. aQ ar
Wérmetransport o= A
1. Hauptsatz dU = dQ + dW
Arbeit eines Gas dW = —pdV
Enthalpie H=U+pV
Adiabatengleichung pV 7=const.
Adiabatengleichung TV~ l=const.
Wirkungsgrad _ -
Carnot-Prozef3, T7 > Ty g Ty
Entropie ds = %
Entropie S =kglnQ

2. Hauptsatz

van der Waals Zustandsgleichung

ASirreversibel >0

fiir ein Mol (p + @) (Vi —b) = RT

Clausius-Clapeyron-Gleichung AQ = TC% (VPhases — VPhases)
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Anhang B

Konstanten
Erdbeschleunigung g =9.80665 m -s 2
Gravitationskonstante G =6.672591-10"" N.m*-kg™?
Lichtgeschwindigkeit c=2.99792458 - 10® m-s!
Masse Erde M =5.975-10* kg
Boltzmannkonstante kp = 1.380658 - 1072 J.K™!
Gaskonstante R =8.314510 J-mol . K™!
Avogadro-Konstante N,y = 6.0221367 - 10%* mol ™!
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Anhang C

Fragenkatalog

C.1 Kapitel 1: Was ist Physik 7

Wie werden Naturgesetze aufgestellt? Was ist das Falsifizierungsprin-
zip?

Welche Mafleinheiten der Physik gibt es und wie werden sie geeicht.

Beschreiben sie Experiment und Interpretation am Beispiel des freien
Falls.

Unterscheiden sie systematische und statistische Fehler.

C.2 Kapitel 2: Mechanik

C.2.1 Bewegung eines Massenpunktes

Wie stehen Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung zueinander?
Beschreiben sie den schrigen Wurf.

Was sind die Newton’schen Axiome?

Was ist der Unterschied zwischen schwerer und triger Masse?

Was ist die Zentripetalbeschleunigung?

Wie lautet der Energiesatz der Mechanik?

Was sind konservative und nicht-konservative Kraftfelder?
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C.2.2 Systeme von Massenpunkten

Definieren sie Schwerpunkt und Schwerpunktsgeschwindigkeit.
Welche Erhaltungssétze gelten?

Was sind elastische, inelastisch und superelastische Stoe? Wie dndert
sich dabei der Schwerpunkt und die Schwerpunktsgeschwindigkeit?

Beschreiben sie den Ubergang vom Labor- ins Schwerpunktsystem.
Was ist die reduzierte Masse und wofiir wird sie verwendet?
Was ist der Stoparameter und Streuwinkel?

Was lernt man aus Streuexperimenten?

C.2.3 Bezugssysteme

Was ist ein Inertialsystem?

Was ist die Zentrifugal- und die Corioliskraft?
Beschreiben sie die Zeitdilatation?
Beschreiben sie die Langenkontraktion?

Was ist die Lorentztransformation?

Was ist die relativistische Masse?

Was bedeutet die Aquivalenz von Masse und Energie?

C.2.4 Ausgedehnte starre Korper

Was ist Translation und Rotation?

Was sind Drehimpuls und Drehmoment?

Was ist die Bewegungsgleichung der Rotation?
Was ist die kinetische Energie der Rotation?
Was ist ein Tragheitsmoment?

Wie lé3t sich mittels der Energieerhaltung das Abrollen eines Zylinders
beschreiben?
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Vergleichen sie die Kinematik der Rotation und der Translation?
Was ist die Nutation?
Was ist eine Prézession?

Kennen sie einige Anwendungen eines Kreisels?

C.2.5 Reale Korper

Was ist das Hook’sche Gesetz?

Definieren sie Dehnung, Stauchung, Zugspannung und Druckspannung?
Was ist das Elastizitdatsmodul?

Beschreiben sie die Querkontraktion?

Was ist das Schubmodul und die Scherspannung?

Was ist die neutrale Faser?

Wie wird die Durchbiegung eines Balkens berechnet?

Wie unterschieden sich elastische Korper, Fliissigkeiten und Gase hin-
sichtlich der Kréfte, die sie aufnehmen kénnen und der Anderung von
Volumen und Dichte?

Wie ist der Druck definiert?

Was ist das Archimedische Prinzip? Wie entsteht der Auftrieb? Was
bedeutet Schwimmen?

Leiten sie die barometrische Hohenformel ab.

C.2.6 Transport

Was ist die Kontinuitétsgleichung?
Leiten sie die Bernoulli-Gleichung ab.

Beschreiben sie einige Effekte, die sich gut mit der Bernoulli-Gleichung
erkldren lassen.

Was beschreibt das Gesetz von Hagen-Poiseuille?
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Was ist der Unterschied zwischen laminarer und turbulenter Stromung?
Was ist die Reynoldszahl?

Wie entstehen Wirbel?

Was ist Diffusion?

Was ist die freie Wegldnge 7

C.2.7 Schwingungen

Was ist eine typische Schwingungsgleichung?
Wie hingt die Periode eines Pendels von der Lénge und der Masse ab.
Was ist eine Schwebung?

Welche Arten der Dampfung einer Feder existieren? Was ist der aperi-
odische Grenzfall?

Wie éndern sich die Amplitude und Phase bei der erzwungenen Schwin-
gung?

Was ist Resonanz?

Was passiert bei gekoppelten Oszillatoren?

C.2.8 Wellen

Was ist die Wellengleichung?

Definieren sie Wellenlédnge, Phasengeschwindigkeit und Amplitude ei-
ner Welle.

Was sind longitudinale und transversale Wellen?
Was sind Phasen- und Gruppengeschwindigkeit?
Was ist das Huygens’sche Prinzip ?

Was ist die Wellenzahl und der Wellenvektor ?
Beschreiben sie Interferenz, Brechung und Beugung.
Wann entstehen stehende Wellen?

Was ist der Dopplereffekt?
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C.3 Kapitel 3: Wiarmelehre

C.3.1 kinetische Gastheorie

Wie sind die Geschwindigkeit der Teilchen in einem idealen und die
Temperatur verkniipft?

Was ist die Verteilungsfunktion?

Wie ergeben sich gemittelte Groflen aus einer Verteilungsfunktion?

Was ist die Maxwell-Boltzmann-Verteilung?

C.3.2 Wirme

e Wie werden Temperaturen gemessen?

e Definieren sie Wérme?

e Was ist die spezifische Warme und wie a8t sie sich messen?
e Was ist der Gleichverteilungssatz?

e Beschreiben sie die spezifische Wéiarme eines Gases und eines
Festkorpers.

e Was ist die latente Warme

C.3.3 Wairmetransport

o Wie ist die Warmeleitfahigkeit definiert?

Was ist der Warmestrom und der Warmewiderstand?

Was ist Warmestrahlung?

Was ist ein schwarzer Korper?

Wie ist die spektrale Verteilung der Warmestrahlung?
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C.3.4 Hauptsitze

Was ist der Unterschied zwischen Arbeit und Warme?

Definieren Sie isotherm, isochor, isobar, isentrop, isenthalp, irreversibel,
reversibel.

Was beschreibt der erste Hauptsatz?

Was beschreibt der zweite Hauptsatz?

Was ist ein Carnot-Proze3? Warum ist sein Wirkungsgrad maximal?
Was ist die Entropie?

Wies ist die mikroskopische Interpretation der Entropie?

Wie funktioniert ein Stirling-Motor?

Beschreiben sie die thermodynamischen Potentiale Energie, freie Ener-
gie, Enthalpie und freie Enthalpie.

Was ist das thermodynamische Viereck?

C.3.5 Reale Gase

Beschreiben sie die van-der-Waals-Zustandsgleichung?

Was ist die kritische Temperatur und der kritische Druck?

Was beschreibt die Clausius-Clapeyron-Gleichung?

Was ist der Dampfdruck?

Was ist der Tripelpunkt?

Beschreiben sie den Joule-Thomson-Effekt.

Was ergibt sich bei schnellen Anderungen fiir Phaseniiberginge?

Beschreiben sie die Phdnomene Schmelzpunkterniedrigung und Siede-
punktserhohung?

Welche Anomalien besitzt Wasser und warum?
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adiabatische Entmagnetisierung, 280
allgemeine Gasgleichung, 227
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Anomalien des Wassers, 312

Antischall, 209
Arbeit, 50

Archimedisches Prinzip, 149

Atomhypothese, 237
Atomuhr, 13
Auftrieb, 148

Ausdehnungskoeffizient, 232

Auswuchten, 121
Avogadro-Konstante, 236

Balkenwaage, 115

barometrische Hohenformel, 157

Bernoulli-Gleichung, 162
Beugungsmuster, 213
Binnendruck, 290
Boltzmannkonstante, 227
Boyle-Mariott-Gesetz, 155

chemisches Potential, 305

Clausius-Clapeyron-Gleichung, 295

Corioliskraft, 90

Déampfung, 185
Dehnung, 136
Dezibel, 203
Diffusion, 176
Dispersion, 205
Divergenz, 161
Drehimpuls, 59, 114
Drehimpulserhaltung, 71
Drehmoment, 72, 112
Druck, 146
Druckspannung, 138

Edukt, 309
Eigenfrequenz, 218
Elastizitdatsmodul, 137
Emissionsvermogen, 248
Energie, 283

kinetische, 53

potentielle, 54
Energieiibertrag, 75
Energieerhaltung, 71
Enthalpie, 284
Entmischungskiihler, 280
Epizyklen, 7
Erdbeschleunigung, 44
Erhaltungsgrofie, 59
Euler-Gleichung, 166

Fahrradfahren, 133
Falsifizierungs-Prinzip, 6
Federkonstante, 44
Federkraft, 44
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Fehler
Fehlerfortpflanzung, 18
statistisch, 15
systematisch, 15
Fick’sches Gesetz, 176
Foucault’sches Pendel, 91
Fourier-Transformation, 206
freie Energie, 286
freie Enthalpie, 286
freie Fall, 30
freie Weglénge, 175

Galileo, 11

Gaskonstante, 237

Gesetz Gay-Lussac, 237
Geysir, 297

Gibb’sches Phasenregel, 299
Gibbs-Duhem-Gleichung, 306
Gleichverteilungssatz, 239
Gleichzeitigkeit, 98
Gradient, 57

Gravitation, 43
Gravitationsgesetz, 60
Gravitationskonstante, 43
Gravitationswaage, 60
Gruppengeschwindigkeit, 204

Hagen-Poiseuille, 168
harmonische Néherung, 137
Haupttragheitsmomente, 128
Hook’sches Gesetz, 138
Huygens’sche Prinzip, 210
hydraulische Hebebiihne, 147

Hydrodynamisches Paradoxon, 162

ideales Gas, 225

Impuls, 39
Impulserhaltung, 68, 70
Inertialsystem, 86
Informationstheorie, 278
innere Energie, 238
Interferenz, 185

destruktiv, 209
konstruktiv, 209
Inversionstemperatur, 292

Joule, 51
Joule-Thomson-Effekt, 292

k-Wert, 247
Kalorie, 234
Kaloriemeter, 235
Kapillarwirkung, 153
Karmann’sche Wirbelstrafle, 172
Kelvin, 227
Kepler, 8
Kepler’sche Gesetze, 58
Kondensstreifen, 300
Kontaktwinkel, 153
Kontinuitatsgleichung, 161
Kopernikus, 8
Kraft-Gegenkraft-Paar, 42
Kraftfeld

konservativ, 52

nicht-konservativ, 52
Kreisbewegung, 34
Kreisel, 131
Kreiselkompass, 132
Kugelschalentheorem, 61
Kugelwelle, 210

Laborsystem, 77

latente Wéarme, 242
Lautstarke, 203
Lichtgeschwindigkeit, 12
Lichtuhr, 94
Lorentztransformation, 101
Luftwiderstand, 47

Magnuseffekt, 163

Masse
schwere, 48
trage, 40, 48

MassenfluB3dichte, 159
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Massenwirkungsgesetz, 311
Maxwell-Boltzmann-Verteilung, 229
Maxwell-Konstruktion, 293

Mol, 236

molare Warmekapazitét, 238

neutrale Faser, 140
Newton, 9

Newton’sche Axiome, 38
Normalkraft, 41
Nutation, 130

Oberflachenenergie, 150
Oberflachenspannung, 151
Ordnung Phaseniibergang, 299

Partialdruck, 305
Phaseniibergang, 292
Planck-Verteilung, 251
Poissonzahl, 139
Prézession, 131
Produkt, 309

Querkontraktion, 139

Rakete, 68
Raoult’sche Gesetz, 303
Rechte-Hand-Regel, 28
reduzierte Masse, 79
Regelation, 317
Reibung, 44, 167
Gleiten, 45
Haften, 45
Reibungskoeffizienten, 45
relativistischer Impuls, 106
Reynoldszahl, 172
Rotation, 111
Rotationsenergie, 121
Ruheenergie, 107
Ruhemasse, 106

Sattigungsdampfdruck, 293
Schallwellen, 200

Scheinkraft, 87
Scherspannung, 142
Schiffshebewerk, 150
Schlittschuhfahren, 316
schrager Wurf, 31
Schubmodul, 143
schwarzer Strahler, 250
Schwerpunkt, 66, 111, 113
Schwerpunktsystem, 77
Schwimmen, 150
Seifenblase, 152
SI-System, 15
Snellius’sche Brechungsgesetz, 216
spezifische Wirme, 234
spezifische Warmekapazitit, 238
Stochiometrie, 309
Standardabweichung, 16
Stauchung, 136
Staurohr, 164
Stefan-Boltzmann-Gesetz, 251
Steiner’scher Satz, 118
Stirling-Formel, 275
Stof

elastisch, 71

inelastisch, 71

superelastisch, 71
Stoparameter, 79
StoBiprozesse, 70
Stoke’sches Gesetz, 169
Streuung, 77
Superpositionsprinzip, 40

Teilchenfluidichte, 159
Temperatur, 227
thermodynamische Potentiale, 282
thermodynamisches Viereck, 287
Tréagheit, 40

Tréagheitsellipsoid, 129
Tréagheitsmoment, 116
Tréagheitstensor, 127

Translation, 111
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unterkiihlen, 301
Urkilogramm, 14

van-der Waals Zustandsgleichung,
291
Vektoren
Kreuzprodukt, 28
Skalarprodukt, 27
Verteilungsfunktion, 228
Viskositét, 167

Wirme, 234
Wirmeleitfahigkeit, 243
Wérmestrom, 245
Warmewiderstand, 245
Wasserstoft-Briickenbindung, 314
Watt, 51
Wechselwirkung, 42
Wellen
longitudinal, 196
transversal, 196
Wellengleichung, 197
Wellenvektor, 206
Wellenzahl, 196
Wiedemann-Franz-Gesetz, 244
Winkelgeschwindigkeit, 35
Wirbel, 170
Wirkungsgrad, 267
Wirkungsquerschnitt, 175
Wurfparabel, 32

Zeit-Dilatation, 95
Zentrifugalbeschleunigung, 37
Zentrifugalkraft, 90
Zentripetalbeschleunigung, 34
Zentripetalkraft, 120
Zugspannung, 138
Zwillingsparadoxon, 96

333

© A. von Keudell, Ruhr-Universitidt Bochum



	1 Einleitung
	1.1 Was ist Physik?
	1.2 Maßeinheiten der Physik
	1.2.1 Längen
	1.2.2 Zeiten
	1.2.3 Masse

	1.3 Messen physikalischer Größen
	1.3.1 SI-System, Umrechnung von Einheiten
	1.3.2 Messgenauigkeit und Messfehler


	2 Mechanik
	2.1 Mechanik eines Massenpunktes
	2.1.1 Bewegung eines Massenpunktes
	2.1.2 Kräfte
	2.1.3 Arbeit und Energie
	2.1.4 Gravitation

	2.2 Systeme von Massenpunkten
	2.2.1 Schwerpunkt
	2.2.2 Kraft und Impuls
	2.2.3 Stoßprozesse
	2.2.4 Streuung

	2.3 Bezugssysteme
	2.3.1 Galilei-Transformation
	2.3.2 Beschleunigte Bezugssysteme
	2.3.3 Spezielle Relativitätstheorie

	2.4 Ausgedehnte starre Körper
	2.4.1 Translation und Rotation
	2.4.2 Drehmoment und Drehimpuls
	2.4.3 Die kinetische Energie der Rotation
	2.4.4 Kinematik der Rotation

	2.5 Reale Körper
	2.5.1 Elastische Festkörper
	2.5.2 Flüssigkeiten
	2.5.3 Gase

	2.6 Transport
	2.6.1 Teilchenerhaltung, Kontinuitätsgleichung
	2.6.2 Energieerhaltung, Bernoulli-Gleichung
	2.6.3 Impulserhaltung, Euler-Gleichung
	2.6.4 Strömung mit Reibung
	2.6.5 Laminare und turbulente Strömungen
	2.6.6 Transport durch Diffusion

	2.7 Schwingungen
	2.7.1 Der harmonische Oszillator
	2.7.2 Überlagerung von Schwingungen
	2.7.3 Die gedämpfte Schwingung
	2.7.4 Die erzwungene Schwingung
	2.7.5 Gekoppelte Oszillatoren

	2.8 Wellen
	2.8.1 Ausbreitung von Wellen
	2.8.2 Die Wellengleichung
	2.8.3 Energiedichte einer Welle
	2.8.4 Überlagerung von Wellen
	2.8.5 Beugung, Brechung und Reflexion von Wellen
	2.8.6 Stehende Wellen
	2.8.7 Wellen bei bewegten Quellen


	3 Wärmelehre
	3.1 Kinetische Gastheorie
	3.1.1 Mikroskopische Definition der Temperatur
	3.1.2 Verteilungsfunktionen
	3.1.3 Temperatureinheiten und ihre Messung

	3.2 Wärme
	3.2.1 Wärmemenge
	3.2.2 Die spezifische Wärmekapazität

	3.3 Wärmetransport
	3.3.1 Wärmeleitung
	3.3.2 Wärmestrahlung

	3.4 Hauptsätze der Wärmelehre
	3.4.1 Zustandsgrößen, Zustandsänderungen
	3.4.2 Der erste Hauptsatz
	3.4.3 Der zweite Hauptsatz
	3.4.4 Die Entropie
	3.4.5 Der dritte Hauptsatz
	3.4.6 Thermodynamische Maschinen
	3.4.7 Thermodynamische Potentiale

	3.5 Reale Gase
	3.5.1 van der Waals Zustandsgleichung
	3.5.2 Flüssigkeits-Dampf-Gleichgewicht
	3.5.3 Phasendiagramme
	3.5.4 Wasser


	A Formelsammlung
	B Konstanten
	C Fragenkatalog
	C.1 Kapitel 1: Was ist Physik ?
	C.2 Kapitel 2: Mechanik
	C.2.1 Bewegung eines Massenpunktes
	C.2.2 Systeme von Massenpunkten
	C.2.3 Bezugssysteme
	C.2.4 Ausgedehnte starre Körper
	C.2.5 Reale Körper
	C.2.6 Transport
	C.2.7 Schwingungen
	C.2.8 Wellen

	C.3 Kapitel 3: Wärmelehre
	C.3.1 kinetische Gastheorie
	C.3.2 Wärme
	C.3.3 Wärmetransport
	C.3.4 Hauptsätze
	C.3.5 Reale Gase



